




 
 

 
 

  
  

‡îÛa@‡¼c@‹Øi@ìic@N†@ @
 
 
 
 

lìb¨a@áÜÇë@pbîšbí‹Ûa@áÓ@ @
oíìØÛa@òÈßbu@ @



NNuummeerriiccaall  SSoolluuttiioonnss  
OOff  

OOrrddiinnaarryy  DDiiffffeerreennttiiaall  EEqquuaattiioonnss 
 
 
 
 
 
 

Dr. Abu-Bakr Ahmed El-Sayed 
 

 

 

 

 

 
Department of Mathematics and Computer Science 

University of Kuwait



NNuummeerriiccaall  SSoolluuttiioonnss  
OOff  

OOrrddiinnaarryy  DDiiffffeerreennttiiaall  EEqquuaattiioonnss 
 
 
 
 
 
 

Dr. Abu-Bakr Ahmed El-Sayed 
 

 

 

 

 

 
Department of Mathematics and Computer Science 

University of Kuwait 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  الحلول العددية
òîÜšbÐnÛa@pü†bÈàÜÛ@òí†bÈÛa @





 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
hç‰^£]<Ü×Âæ<l^é•^è†Ö]<ÜŠÎ< <

  جامعة الكويت
 



 
 
 
 
 

    صِبغةَ اللهِ ومن أحسنُ من اللهِ صبغةً ونحن له عبدون  (*)   

  )١٣٨(سورة البقرة 

                                                 
سُمي الدين صبغة بطريق الاستعارة حيث يظهر أثره على المؤمن كما يظهر أثر    (*)

 الصبغ في الثوب.



  
  
  

  حقوق الطبع محفوظة
  الطبعة الأولى

  م ٢٠٠٠ -هـ  ١٤٢١
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  دار القلم للنشر والتوزيع
  الطابق الأول -عمارة السور  -شارع السور 

  برقيا توزيعكو - ٢٤٥٨٤٧٨ - ٢٤٥٧٤٠٧هاتف : 
  الكويت 13062الصفاة  ٢٠١٤٦ص . ب 



 



أ 

j  
  

  المقدمـــــة
  

الحمـــد الله رب العـــالمين ، والصـــلاة والســـلام علـــى خـــاتم المرســـلين نبينـــا   
  محمد وعلى آله وصحبه أجمعين ... وبعد

  
  ١اللسان العربي

  
مــا أحوجنــا اليــوم إيقــاظ المشــاعر ، وتحريــك الهمــم والطاقــات ، ووضــع 

ة الإسـلام لغـ –إشارات على الطريق نحو توبة لُغوية نصوح تعـود بلغـة القـرآن 
ـــــه  ـــــة  –وحضـــــارته وأمت ـــــم والثقاف ـــــة: لغـــــة للعل ـــــى مكانتهـــــا ورســـــالتها الطبيعي إل

والاتصــال بــين أبنــاء الأمــة ، وهــو مــا تــنعم بــه معظــم لغــات الأمــم الأخــرى ، 
وتحــرم منــه العربيــة التــي هــي أعظــم منهــا جميعــا غِنــى فــي الطاقــات ، وكفــاءة 

  في الأداء ، وشرفا وسموا في الرسالة.
لعربيـة قرونـا هـي اللغـة الرسـمية والأداة الأولـى للعلـم والثقافـة لقد كانـت ا

والتواصل بين المسـلمين مـن المحـيط الأطلسـي غربـا إلـى جنـوب شـرق آسـيا ، 
ــــر المســــلمين مفتاحــــا للثقافــــة والحضــــارة الإســــلامية  بــــل تبنتهــــا فئــــات مــــن غي

  المتقدمة.
  

  مأساة حضارية
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للقضــاء عليهــا بيــدها ، إنهــا فعــلا لمأســاة أن تــزدري أمــة لغتهــا وتعمــل 
متعاونـة فــي ذلـك مــع أعــدائها     الأعـداء الــذين وصــموا اللسـان العربــي ظلمــا 

  بالصعوبة والجمود وعدم الصلاحية لاستيعاب علوم العصر.
  

  لسان فريد
إن العزيز من أعزه االله ، والمكـرَّم مـن كرمـه االله ! هـذه حقيقـة لا يمـاري 

تعـــد بـــالآلاف اصـــطفى االله العلـــيم فيهـــا أحـــد. ومـــن بـــين لغـــات الأرض التـــي 
الحكيم اللسان العربي ليكون وعاء يحمل وحيه تعالى ورسالته الأخيرة الجامعة 
إلى الناس أجمعين فأصـبحت اللغـة العربيـة بفضـله تعـالى محفوظـة وأهـلا لأن 
تكـــون لغـــة عالميـــة لا تـــرتبط بحـــدود المكـــان أو الزمـــان ، وقـــد صـــارت كـــذلك 

ن إلى وضـعها العـالمي إن شـاء االله بعـد أن تتعـافى بالفعل قرونا ، وسوف تعو 
  أمة الإسلام من أمراضها.

  
  الأزمة

لقــــد تعرضــــت العربيــــة لتحــــديات كثيــــرة وكبيــــرة طــــوال تاريخــــا ، ولكنهــــا 
خرجــت منهــا منتصــرة قويــة .. وأزمتهــا الحاضــرة أشــد مــن ســابقاتها وأخطــر ، 

غتهــا واســتخدامها ولــيس كيــد الأعــداء الكُثــر لهــا بــأخطر مــن تفــريط الأمــة فــي ل
  أمام مخططات عدوها.

  
  الحرف العربي .. الفاتح المطارَد

ومع الفتوح وانتشار الإسلام خارج شبه الجزيرة ، انفتحت ميادين جديـدة 
أما الخط العربي إذ تعلمه المسلمون ليتمكنوا من قراءة كتـاب االله وسـنة رسـوله 

ـــد ـــة أصـــبحت لغـــة ال ـــم غيـــر المســـلمين لأن العربي ـــم ، كمـــا تعل واوين ولغـــة العل
  والتعلم.
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  التغريب اللغوي

واليوم شاع مصطلح التغريـب علـى الألسـنة والأقـلام التـي عنيـت بالـذود 
عـــن مقومـــات الأمـــة الإســـلامية وهويتهـــا المتميـــزة ويعنـــون بـــه العمليـــات التـــي 
ـــــى صـــــبغ  ـــــا وتهـــــدف إل ـــــة وأتباعهـــــا فـــــي بلادن تخطـــــط لهـــــا الحكومـــــات الغربي

ى المجالات بصبغة غربية تفقدها تميزها وتجرهـا المجتمعات الإسلامية في شت
إلى حالة من الرضى بالتبعيـة للتغريـب ، وهـذا أخطـر مـا يمكـن أن تصـاب بـه 

  أمة في صميم كيانها.
 –التي هي لسان الأمة ومجلى حضـارتها وتميـز شخصـيتها  –والعربية 

خلافـــا لأي لغـــة  –مـــن أهـــم المجـــالات التـــي اســـتهدفها هـــذا التغريـــب ، لأنهـــا 
مرتبط بأقدس وأجل مصادر بنـاء الأمـة وحفـظ مقوماتهـا: وهـو القـرآن  –أخرى 

  الكريم والسنة النبوية وتراث الإسلام.
لقــد حــاولوا قتلهــا فــادَّعوا عــدم صــلاحيتها للحيــاة الحديثــة ، وأن مكانهــا 
الملائم متاحف الأثريات ، وأن تحل محلها لغة أجنبية ، ولمـا لـم تلـق دعـوتهم 

تبدال اللهجـــــات العامـــــة بهـــــا ، ولمـــــا خابـــــت دعـــــوتهم نـــــادوا قبـــــولا حســـــنوا اســـــ
بصعوبتها وتباروا في وصف وسائل التيسير التي ذهب بعضها إلى حد الهـدم 
لبعض أنظمتها ، وكان من تلك الدعوات " الاصـلاحية " !! أن تكتـب العربيـة 
ـــة  ـــبلاد العربي ـــاءت فـــي ال ـــد ب ـــة !! وهـــذه المخططـــات كلهـــا ق ـــالحروف اللاتيني ب

  ، وإن تركت جراحا هنا وهناك ، وأهدرت من طاقات الأمة الكثير. بالفشل
  

  النفخ في الرماد .. إلى متى؟
منـــذ مـــا يزيـــد علـــى نصـــف قـــرط و" مجـــامع اللغـــة العربيـــة " فـــي دمشــــق 

) تبـذل جهـودا طيبـة عاليـة وتنجـز ١٩٤٧) وبغداد (١٩٣٢) والقاهرة (١٩١٨(
قيمـــة لخدمـــة العربيـــة مســـاهمات  –علـــى ضـــآلة مـــا يتـــاح لهـــا مـــن إمكانـــات  –
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ــت أصــوات "المجمعيــين"  وصـيانتها وإغنائهــا لتواكــب تطــورات العصـر. وكــم بُحَّ
فــي توصــياتهم الثمينــة التــي يصــدرونها بعــد مــؤتمراتهم الســنوية ، وفــي مختلــف 
المناســبات ليحثــوا أولــي الأمــر ومــن بيــدهم قــرارات التنفيــذ علــى تــدارك وضــع 

، بوضـــع تلـــك التوصـــيات والقـــرارات اللغـــة العربيـــة المتـــدهور فـــي كـــل مجـــال 
موضع التنفيذ ، لكن تلك النداءات المخلصة من صفوة علما العربيـة وخبرائهـا 

إلا آذانـــا صـــماء وإهمـــالا  –للأســـف الشـــديد  –لـــم تلـــق مـــن أولئـــك المســـئولين 
شديدا ، وعلى سبيل المثال فقـد ورد فـي توصـيات مـؤتمر مجمـع اللغـة العربيـة 

ـــه ال ـــاهرة فـــي دورت ثـــلاث عشـــر توصـــية عظيمـــة  ١)*(تاســـعة والخمســـينفـــي الق
الأهمية والحاجـة إليهـا ماسـة وضـرورية ، ولكـن هـذه التوصـيات القيمـة سـتبقى 
حبرا على ورق كما حدث لمثيلاتها عبـر سـنوات عمـر هـذا المجمـع والمجـاميع 
الأخرى ، وكما يحدث دائما لقرارات وتوصيات العشرات مـن مؤتمراتنـا ولجاننـا 

  ولا تحصى. التي لا تعد 
يطالب المجمع فـي توصـياته بـأمور لا يتهـاون فـي العمـل بهـا إلا خـائن 

  الله ورسوله وللمؤمنين ، ولأمته ووطنه ولغته . من بينها:
  تعريب التعليم الجامعي والعالي -١
 وضع خطة قومية لتعريب العلوم -٢

 إعداد معاجم في علوم العصر الحديث -٣

 استكمال تعريب جميع الإدارات والمؤسسات -٤

 ترك العمل على إحياء اللهجات المحلية حفاظا الفصحى -٥

ــا أن تمــنح قــرارات المجــامع اللغويــة وتوصــياتها  مــا الــذي يمنــع حكوماتن
صـــفة الإلـــزام القـــانوني مـــع الجهـــات المعنيـــة ، بحيـــث يؤاخـــذ قانونيـــا كـــل مـــن 
يخالفهـــا ؟ مـــا الـــذي يمنعنـــا أن نكـــون كبـــاقي أمـــم الأرض التـــي تحتـــرم هويتهـــا 

  ولغاتها ؟.
                                           

٢٦/٤/١٩٩٣-١٢ ١  
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  المخرج

إن المخرج من هذه الأزمة لابد أن يبدأ مـن داخلنـا .. أفـرادا ومؤسسـات 
،  )١(وإدارات وحكومات .. " إن االله لا يغير مـا بقـوم حتـى يغيـروا مـا بأنفسـهم 

وقاعــدة الانطــلاق نحــو العــلاج النــاجح هــي الثقــة المطلقــة فــي وعــد االله تعــالى 
نحـن  –ية الملقـاة علـى عاتقنـا بحفظ كتابـه ولغتـه ، ثـم استشـعار عظـم المسـئول

تجــاه حفــظ هــذه اللغــة والــذود عنهــا ، وإحلالهــا المحــل الصــحيح فــي  –العــرب 
حياتنا وإيقاف تيار التغريب الذي يأخذنا بعيدا عن طريق النجـاة ، ثـم نسـتأنف 

  تعريب الشعوب المسلمة كما فعل أسلافنا الصالحون من قبل ونجحوا.
  

  الغيرة اللغوية
إن االله تعـالى يغـار ، وإن المـؤمن يغـار ، وغيـرة االله أن في الصحيح: " 

والمســـلم الحـــق يغـــار علـــى حرمـــات االله إذا  )٢(يـــأتي المـــؤمن مـــا حـــرم بـــه عليـــه
انتهكت ، ويغار على عرضـه وكرامتـه وسـمعته وقبيلتـه وعائلتـه ووطنـه وأمتـه. 

ــا  لا نكــاد نحــس بغيــرة أبنــاء الإســلام ، حتــى العــرب  –للأســف الشــديد  –لكنن
نهم ، ثــم لغــتهم ، بــل قــد يغــار الواحــد مــنهم علــى دينــاره أو درهمــه ولا يغــار مــ

على لغته ، فرفع أسعار السلع أو تجميد العلاقات أو فرض رسوم أو ضـرائب 
يثيــر ثــائرة الكثيــرين ، أمــا أن تنتهــك قواعــد اللغــة صــباح مســاء ، ويُســخف بهــا 

سـاحات العلـم  –ة في وسائل الإعلام ، وتطـرد بـلا رحمـة مـن مملكتهـا الخاصـ
مــن  –واخجــلاه  –فــلا يحــرك ذلــك حميــة أحــد أو غيرتــه ، بــل نجــد  –والتعلــيم 

  أبناء العرب والمسلمين من يساهم في هذا بجهود (غير مشكورة) ويتباهى به.
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  الانبهار بالغرب
لا شـــك أن مـــن أســـباب ذلـــك انبهـــار الـــبعض بـــالغرب وعلمائـــه إلـــى حـــد   

لــــديننا وأمتنــــا ، فاتخــــذناهم أصــــدقاء وأوليــــاء  نســــيان عــــداوتهم الثابتــــة والدائمــــة
، فصرنا نصدق كل مـا يلقونـه  )١(وبطانة رغم تحذير االله لنا في القرآن الكريم 

 إلينا ، ومنه أن كرَّهونا في لغتنا وحبَّبوا إلينا لغاتهم فتبعناهم قرودا وببغاوات.

لـــى إنـــه لابـــد مـــن تربيـــة الأجيـــال علـــى الاعتـــزاز بالأمـــة والجماعـــة ، وع 
  الارتباط بالقرآن ولغته ، وعلى فطم أنفسنا عن التبعية الذليلة للأعداء.

  
  العزة اللغوية

لقـــد تركنـــا حرمـــة لغتنـــا العربيـــة نهبـــا للأعـــداء وللعـــاقِّين مـــن أبنـــاء أمتنـــا   
وغابـــت العـــزة اللغويـــة مـــن مجتمعاتنـــا العربيـــة والإســـلامية. والعـــزة خلـــق يمـــنح 

يعصمه من الوقوع في الهوان أو الرضا بـه صاحبه قوة النفس وإباء الضيم ، و 
، لا يساوم على ذلك ولا يتـرخص ، وإلا بـدأ طريـق المنحـدر الـذي لا يقـف إلا 

  عند قاع الذلة والخزي.
 مَنْ يَهُنْ يَسهُل الهوان عليه ما لِجُرحٍ بميِّتٍ إيِلامُ 

  لا ينتظر فاقد العزة أن يوقره الآخرون ، أو حتى يبالوا بجرح كرامته:
 إذا أنتَ لم تعرِف لنفسك حقَّها اناً بها كانت على الناس أهوناهو 

يــرى أن كثــرا مــن الأمــم قــد  –رحمــه االله  –إذا كــان شــاعر النيــل حــافظ إبــراهيم 
  عزت بعز لغاتها ، فيقول:

 أرى لرجال الغرب عزاً ومَنعةً وكم عز أقوام بعز لغات

لأمــة الإســلامية إنمــا هــو فــإن الإســلام يعلمنــا أن مصــدر العــزة الحقيقيــة لهــذه ا
  إيمانها باالله تعالى مالك العزة " والله العزة ولرسوله وللمؤمنين ".
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  مكانة اللغة .. ودورها
ــــي لأي حضــــارة ،  ــــوى الحقيق ــــد علمــــاء الحضــــارة هــــي المحت واللغــــة عن
باعتبارها الوسيلة التي تنتقل عبرها العلـوم والخبـرات الإنسـانية ، مـن جيـل إلـى 

   )١(إلى أناس.جيل ، ومن أناس 
وبقدر عظمة المحتوى الحضاري للأمـة يعظـم دور لغتهـا ويعظـم واجـب 
حمايتها ، كما يعظم الخطر حـين تتعـرض اللغـة للتهديـد فـي أي مـن مقوماتهـا 
أو وظائفهـــــا الحضـــــارية ، ولـــــيس أعظـــــم مـــــن حضـــــارة الأمـــــة المســـــلمة مهمـــــا 

المخــاطر  تضــخمت الحضــارات الدنيويــة الماديــة. مــن هنــا تشــعر الأمــة بــأكبر
علــى وجودهــا عنــدما تكــون لغتهــا مهــددة. ومــن هنــا أيضــا بــات مــن المســلّمات 
"أن اللغــة هــي الطليعــة الأولــى لأي غــزو عســكري ثقــافي أو حضــاري ، وهــي 
البوابــة التــي يــدخل مــن خلالهــا الاســتعمار ليــرض ثقافــة وقيمــة لتحويــل الشــعب 

   )٢(المغزو إلى مجرد تابع ذليل ومسخ مشوَّه.
العــرب قبــل الإســلام يتيهــون بلســانهم العربــي فخــرا علــى ســائر لقــد كــان 

الأمــم ، ومــع ذلــك لــم يقبــل علــى تعلمــه أحــد لهــوان شــأن العــرب علــى النــاس ، 
ولما جاء الإسلام وانتشر نوره خارج الجزيرة دخل الناس فيه أفواجا وأحبوا لغـة 

ا حتـى فـي القرآن حبا ملك عليهم أفئدتهم حتى نافسه ابناءها بما تملك ناصيته
أخص علومها اللغوية ، وسجلت كتب طبقات اللغـويين والنجـاة أسـماء المئـات 
مــنهم وتــراجمهم فــي عصــر ومصــر ، ومــنهم مــن حــاز المقــام الأرفــع والأشــهر 

  في ذلك ، مثل سيبويه الفارسي الأصل.
  

  حرب على لغة القرآن
                                           

   ١٢/٤/١٩٩٤أحمد جوده ، الشرق الأوسط ،  ١
  الشرق الأوسط ، المصدر السابق. ٢



ح 

إن مخططات المؤامرة على لغة القرآن وإصـنافها وإقصـائها عـن ميـادين 
العلـــم والثقافـــة جاريـــة بنشـــاط فـــي كـــل صـــعيد وميـــدان ، تنفيـــذا للسياســـة التـــي 

لـوزارة  –بـل الموجـه الأعلـى  –وضعها " مستر دنلـوب " الإنجليـزي المستشـار 
إلــى حــد كبيــر نموذجــا  –المعــارف المصــرية " ، وهــي السياســة التــي صــارت 

ه واقعا من ضعف يطبق في كل البلاد العربية ، والتي أتت أكلها المرّ فيما نرا
لغوي مؤسف فـي مقابـل انتشـار اللغـات الأجنبيـة علـى الألسـنة وفـي مؤسسـات 
التعليم ، ومـن رفـض لـدعوات التعريـب وتعثـر وانتكـاس لتجاربـه فـي كـل الـبلاد 

  العربية تقريبا.
ولا تزال العربية حتى اليوم في معقلهـا الأصـلي تواجـه تلـك الحـرب التـي 

بأيـــدي أبنائهـــا المزيـــد ، يخربـــون بيـــوتهم بأيـــديهم ،  –واخزيـــاه !!  –تنفَّـــذ اليـــو 
بحيــث أن الجهــاد ضــد هــذه اللغــات الشــاملة بــات فــرض عــين علــى كــل مســلم 
وعربـــي ، فـــالغزو قـــد وصـــل إلـــى عقـــر الـــدار ، ولكـــل جهـــاد رجالـــه وخططـــه 
وأسلمته. وكل من يقعد عنـد هـذا الجهـاد ويخلـه إلـى الأرض فهـو آثـم ، وكيـف 

غتـال ، ومقوماتهـا تنتهـك ، وعوامـل تماسـكها تحطـم وهو يرى شخصـية الأمـة ت
ثـــم يتقـــاعس ؟! أمـــا أولئـــك الـــذين يقفـــون مـــع العـــدو فـــي خنـــدق واحـــد يـــؤازرون 
مخططاتــه ويحرســون تنفيــذها فهــم لا يقلــون خيانــة عمــن يعمــل لحســاب العــدو 
أيـــام الحـــرب العســـكرية ، ومـــا يســـتحق هـــؤلاء يســـتحقه أولئـــك ، بـــل إن القتـــل 

ــــذويبا لأشــــد وأنكــــى مــــن القصــــف بالراجمــــات ودك  الحضــــاري ذلا ومســــخا وت
  البيوت على الرؤوس.

  
  ولغتنا أعز علينا وأكرم

إنه ليس لنا خيار إلا أن نصون لغتنا بكل وسيلة ولا نشـارك المضـيعين 
قـد أحيـوا لغـتهم العبريـة مـن شـبه  –شـذاذ الآفـاق  –لها في جـرمهم. إن اليهـود 

مــن نصــف قــرن قبــل قيــام دولــتهم  مــوت امتــد ألفــي عــام ، وتمكنــوا خــلال أقــل



ط 

وتجمعهم فيهـا مـن جعلهـا جـاهزة لتبـدأ دورهـا أداة تواصـل فـي كـل المجـالات ، 
وهي الآن كـذلك ، ولا تزاحمهـا أي لغـة أجنبيـة. ألـيس عـارا وفضـيحة أن نتـرك 
لغتنــا الحيــة المحفوظــة بوعــد االله بكتابــه تــنكمش وتنــزوي كمــا يريــد لهــا أعــداؤها 

  نا بمن يخون الأمانة فأين دورنا نحن؟.؟! وإذا كنا قد ابتلي
  
  
  

  التعريب .. توبة بعد ردة طال مداها
إن التعريب في أي مجال أو مستوى يجب أن ينظر إليه على أنـه توبـة 
واجبـــة مـــن الأمـــة بعــــد ردة طـــال مـــداها وتفاقمـــت آثارهــــا علـــى كـــل صــــعيد ، 

العربيــة  فالأصــل أن الأمــة (العربيــة) لا تســتحق هــذا الوصــف مــا م تكــن اللغــة
دستوريا وعمليا ، فإذا خانـت دسـتورها وتخلـت  –هي لغتها الرسمية قولا وفعلا 

عــن وصــفها ، واستعاضــت عــن لغتهــا بلغــات أجنبيــة فــي مجــالات ثقافتهــا أو 
علومهــا أو تعليمهــا ، أو بلهجــات عاميــة ، وقعــت فــي الإثــم حتــى تثــوب إلــى 

كانـت خطـة التعريـب شـاملة رشدها وتتوب إلى ربها ، ولا تتحقق التوبة إلا إذا 
وصادقة أسوة بموافقف الشـعوب الأخـرى التـي تعتـز بهـا بلغاتهـا وتغـار عليهـا. 
ولابـــد قبـــل ذلـــك التعريـــب رفعـــه وبعثـــه مـــن إيمـــن بـــه صـــادق ، وعزيمـــة عليـــه 
ماضـــيه ، وولاء للغـــة ودورهـــا فـــي الأمـــة حاضـــرا ومســـتقبلا لا يشـــوبه وهـــن ، 

  يعتريها فتور ولا تبجيل. وتنفيذ ومتابعة بكل صدق وجد وإخلاص لا
  

  التعريب لا يعني محاربة اللغات الأجنبية
يظــن الــبعض أن التعريــب يعنــي إهمــال تعلــم وتعلــيم اللغــات الأجنبيــة ، 
وهــذا خطــأ بــيِّن ، تصــدى لتنفيــذه كــل مــن كتبــوا داعــين إلــى التعريــب ، بــل هــم 

لإنجليزيـة كا –شددوا على وجوب العناية بتعليم الدارسين إحـدى اللغـات الحيـة 



ي 

بالقــدر الــذي يمكــنهم مــن الاتصــال المســتمر بالمصــادر الأجنبيــة والوقــوف  –
علــى تطــورات العلــم ، بــل يؤكــدون علــى ضــرورة أن تنشــأ علــى مســتوى الأمــة 
مراكز ومؤسسات عالية الكفاءة والإمكانات البشرية والمادية لتتولى متابعة كـل 

تأخير ونشره ليكون قناة  جديد في مختلف التخصصات ونقله إلى العربية دون
اتصـــال مفتوحـــة أمـــام المتخصصـــين وجمـــاهير الأمـــة علـــى الســـواء ، ومصـــدرا 

مـن  –ضـرورة  –ثريا لتجديد طاقة اللغة وإغنائها بما تستدعيه عمليـة الترجمـة 
المواجهـــة المســـتمرة لســـيل المصـــطلحات المســـتخدمة فـــي كـــل مجـــال ، وإيجـــاد 

عشــرات المــوارد الغنيــة التــي يتمتــع بهــا  المقــابلات العربيــة أو المعربــة لهــا عبــر
  اللسان العربي ، ومن تلك التأكيدات على سبيل المثال: 

" التأكيــد علــى أن تعريــب التعلــيم العــالي يتطلــب إجــادة الدارســين إجــادة  *
تامة للغـات الحيـة الأجنبيـة والـتمكن منهـا " ، (محضـر الاجتمـاع الأول 

فــــي  –لتعلــــيم العــــالي للفريــــق الخــــاص بوضــــع برنــــامج زمنــــي لتعريــــب ا
 م). ١٩٨٧ -هـ  ١٤٠٨البحرين  –جامعات دول مجلس التعاون 

" وضــع برنــامج أكــاديمي لجميــع كليــات الجامعــة بتخصصــاتها المختلفــة  *
لتعزيـــز مســـتوى الطالـــب باللغـــة الأنجليزيـــة لضـــمان قدرتـــه علـــى مواكبـــة 

لجنـة التطورات العلمية العالمية " (من توصيات الحلقة النقاشية الأولى ل
 م)٢/٤/١٩٨٩الكويت  –التعريب 

  
  التعريب: لماذا أخفقنا الآن ونجحوا ؟

لقد تعرضت الأمة المسلمة العربية اللسان لقضية التعريب عدة مـرات ، 
  فمثلا:

واجت الأمة في القرن الأول الهجري مرحلة تطلبـت الاحتكـاك والتفاعـل  -١
وســريانية مــع حضــارات أمــم أخــرى: يونانيــة ورومانيــة وفارســية وهنديــة 

... ألـخ. وكـان المسـلمون صـادقين فـي بنـاء حضـاراتهم فأخـذوا مـن كــل 



ك 

المصـــادر بمعـــايير ديـــنهم ، وطاوعـــت اللغـــة المتـــرجمين والمنقِّحـــين فلـــم 
تعجـــــز عـــــن نقـــــل أي نـــــص فـــــي أي مـــــن مجـــــالات العلـــــم ، اســـــتوعبت 
ــــة  ــــة العربي ــــك عبقري مضــــامينه ومصــــطلحاته ، وظهــــرت مــــن خــــلال ذل

 ؤها العريض.ومرونتها العالية وثرا

" لقد نجح أسلافنا في تعريـب العلـم وتوطينـه ، وجعلـوه جـزءا مـن الحيـاة 
الاجتماعيــــة بعــــد أن نقلــــوه عــــن اليونــــان والغــــرب والهنــــود وغيــــرهم مــــن 
الشعوب. بلسان عربي بيّين ، ودون أن تعتـرض سـبيلهم مشـكلة تبهـتهم 

   )١(كما حالنا اليوم
دورهــــا نتيجــــة تمــــزق بعــــد قــــرون مــــن ضــــعف اللغــــة العربيــــة وانكمــــاش  -٢

المســــــلمين وتخلفهــــــم واجهــــــت الأمــــــة تحــــــديا جديــــــدا حــــــين اصــــــطدمت 
بالحضـــارة الغربيـــة القــــوية المتقدمـــة ، وذلـــك منـــذ الحملـــة الفرنســـية علـــى 

م ، وحـــــاول محـــــمد علــــي مـــــنذ توليــــه حكــــم مصــــر ١٧٩٨مصــــر عــــام 
ــــم يكــــن أمامــــه ســــوى الغــــرب ١٨٤٨-١٨٠٥( ) إنشــــاء دولــــة حديثــــة ول

ا ، ولكنــه لــم يعتمــد اللغــات الأجنبيــة أداة للتعلــيم فــي وعلومــه فاتجــه إليهــ
المــدارس والكليــات والمؤسســات التــي أنشــأها بــل اعتمــد العربيــة ، وكــان 
يرافـــق كـــل أســـتاذ أجنبـــي متـــرجم عربـــي لينقـــل للطـــلاب فوريـــا مـــا يقولـــه 
المحاضـــر الأجنبـــي ، وقامـــت حركـــة نشـــطة لترجمـــة الكتـــب العلميـــة ، 

عســكريا ، ثــم سياســيا وتعليميــا للقضــاء علــى ولــولا تــدخل الــدول الغربيــة 
 هذه التجربة لآتت أكلها.

ولا تــزال كليــة  ١٩١٩تجربــة ســوريا فــي تعريــب الطــب التــي بــدأت عــام  -٣
الطــب بجامعــة دمشــق تــدرس كــل تخصصــات هــذا الميــدان بالعربيــة ، 

 فضلا عن تجارب أخرى أقل نجاحا.

                                           
،  ٥ف جبر: الترجمة والتعريب ضرورة قومية ملحة (مجلة التعريب ، دمشق ، عد : يحيى عبد الرؤو ١

  )٣٣ص  ١٩٩٣



ل 

غيـــر كاملـــة وفيمـــا عـــدا ذلـــك فـــإن كـــل جامعـــات العـــرب تقريبـــا لا تـــزال 
التعريـــب ، كثيـــر مـــن كلياتهـــا (خاصـــة العلميـــة منهـــا كالهندســـة والطـــب 
والعلــــــوم) ، لا تــــــزال حتــــــى اليــــــوم تــــــدرِّس بلغــــــة المســــــتعمر الأوروبــــــي 
(الإنجليزية في المشرق والفرنسية في المغرب) علـى الـرغم مـن عشـرات 
المــؤتمرات ومئــات اللجــان والحلقــات وآلاف التوصــيات المطالبــة بإلحــاح 

  رورة التعريب والمحذرة بشدة من خطورة استمرار وضع التغريب.بض
لم كل هذا الإخفاق المشين في بلادنا اليوم ، ما لنا مـن تجـارب ناجحـة 

فـي  –باستثناء أمثالنا  –في الماضي ، ومع نجاح كل أمم أرض تقريبا 
التمكين للغتها وفرضها وجعلها لغة الأمة في كل مجال؟! ألأن أسـلافنا 

أكثـــر استمســاكا بـــدينهم واعتــزازا بلغـــتهم ووعيــا بـــدورها فــي مســـيرة كــانوا 
حضارتهم ؟ وما بال الأمم الأخرى نجحـت ومنطلقاتهـا قوميـة أو وطنيـة 
ــــذكر بلغاتهــــا ؟ لقــــد تملَّــــك زمــــام أمــــور أمتنــــا  ــــدينا علاقــــة تُ ، إذ لــــيس ل
القوميون ومن يسمون أنفسهم " القوى الوطنيـة " ، فمـا بالنـا فـي عهـدهم 

د إلا تضــــييعا لهويتنــــا ولغتنــــا وارتمــــاء فــــي أحضــــان مســــتعمرينا لــــم نــــزد
  والمتآمرين علينا ؟!.

أنجــح الآخــرون لأن حكومــاتهم ومثقفــيهم وجُــلّ شــعوبهم علــى رأي واحــد 
ناقضية التمكين للغاتهم ، بينما نجد أنفسنا متفـرقين متنابـذين حـول هـذه 

بفئــة أخــرى القضــية: فئــة تغــار علــى لغــة الأمــة فتنــادي بالتعريــب فــإذا 
تتصدى لها وتفتعل العراقيل في طريـق التعريـب ، بينمـا نجـد مـن بيـدهم 
الســلطان يمطروننــا بوابــل مــن التصــريحات والقــرارات عــن أهميــة اللغــة 
وضــــرورة الإســــراع بالتعريــــب ، ولكــــن التوصــــيات الداخليــــة والإمكانــــات 
الماديـــة تـــدعم " التغريـــب " و " التغـــريبيين " علـــى طـــول الخـــط ، فـــأنى 

  يأتينا النجاح ؟!
  



م 

  هذا الكتاب .. ومحتوياته
إنه لابـد مـن تضـافر الجهـود لإنجـاح مسـيرة التعريـب ، الصـبر والمثـابرة   

للمضي قدما في طريق التعريب .. وهذا الكتاب هـو خطـوة متواضـعة فـي هـذا 
الطريــق ، حيــث يتنـــاول فرعــا مـــن فــروع علـــم التحليــل العـــددي ، وهــو الحلـــول 

لتفاضــلية العاديـة ، فيبــدأ الفصــل الأول بمقدمـة عامــة عــن العدديـة للمعــادلات ا
المعـــادلات التفاضـــلية العاديـــة ومســـائل القيمـــة الابتدائيـــة وتفســـيرها الهندســـي ، 
وبيــان أهميـــة هـــذا الموضـــوع الحاجـــة إلـــى حـــل المعـــادلات التفاضـــلية عـــدديا ، 
ن وهــدف الحــل العــددي للمعادلــة التفاضــلية ، ثــم تتتــابع فصــول الكتــاب فــي بيــا

دراســـة ومناقشـــة طـــرق عديـــدة للحصـــول علـــى هـــذه الحلـــول العدديـــة ، فينـــاقش 
الفصـــل الثـــاني طريقـــة أويلـــر وهـــي طريقـــة بســـيطة وســـهلة مـــع توضـــيح أنـــواع 
الأخطـــاء التـــي تحـــدث أثنـــاء الحصـــول علـــى هـــذه الحلـــول العدديـــة ، وانتشـــار 

ول وتـــراكم هـــذه الأخطـــاء ، مـــع دراســـة لدقـــة طريقـــة أويلـــر وتقاربهـــا ، ثـــم يتنـــا
الفصل الثالث طريقة أويلـر المحسَّـنة والتـي يطلـق عليهـا أيضـا طريقـة هـوين ، 
وفــي الفصــل الرابــع نــدرس طريقــة متسلســلة تــايلور ، ويتنــاول الفصــل الخــامس 

  المتعددة  كوتا –طرق رونج 
ومن المراتب المختلفة (الرتبة الثانية والثالثة والرابعة والنونية) ، وطريقة 

، مـــع دراســـة كيفيـــة الـــتحكم فـــي حجـــم الخطـــوة، ودراســـة  فهليـــزج–كوتـــا -رونـــج
موضــوع اســتقرار الطريقــة العدديــة. والفصــل الســادس يوضــح اســتخدام الطــرق 
المسماة: طرق التقدير والتصحيح، مع إعطاء ثلاثة أمثلة لهذه الطرق: طريقـة 

سمبســون ، وطريقــة هــامنج .  –مــولتنى ، طريقــة ميلنــي  –باشــفورت  –أدمــز 
ل الســــابع كيفيــــة تطبيــــق الطــــرق العدديــــة المعلومــــة لحــــل نظــــم وينــــاقش الفصــــ

المعادلات التفاضلية. وأما الفصل الثامن فيعـرَّف مسـألة القيمـة الحديـة، ويبـين 
كيفيـــة حلهـــا عـــددياً عـــن طريـــق اختزالهـــا إلـــى مســـألتي قيمـــة ابتدائيـــة، ويشـــرح 



ن 

تاسـع طريقة الإطلاق الخطي لحل هذا النـوع مـن المسـائل . ويتنـاول الفصـل ال
  والأخير طريقة الفرق المحدود. 

وقد اتبعنا في ترتيب فصول الكتاب ومنهج عرض الطرق العدديـة التـي 
] المعطـــى ضـــمن قائمـــة الكتـــب والمراجـــع المـــذكورة ٧٦ناقشـــناها المرجـــع رقـــم [

بنهايــة الكتــاب ، وهــو مرجــع جيــد فــي التحليــل العــددي يهــتم بــالتطبيق العملــي 
هـــا وتلخيصـــها فـــي نهايـــة كـــل فصـــل ، قومنـــا لهـــذه الطـــرق وتوضـــيح خوارزميت

 –فصـل مـن فصـول هـذا الكتـاب  بتعريب بعض الأمثلـة عليهـا وفـي نهايـة كـل
يوجـــد عـــدد كبيـــر مـــن المســـائل التـــي تعطـــى أفكـــاراً  -الـــذي بـــين يـــدي القـــارئ 

الطـرق التـي ناقشـها هـذا الفصـل و قـاط نوتطبيقات متنوعة لإلقاء الضوء علـى ال
توجد كـذلك بعـض المسـائل والتمرينـات العامـة التـي  وبعد نهاية الفصل الأخير

تتناول نختلف الطرق التي ناقشها الكتاب وكذلك طرقاً أخـرى يسـتطيع الطالـب 
فهمها واستيعابها بعـد دراسـة الطـرق التـي وردت فـي الكتـاب وفـي أخـر الكتـاب 

العديد من المسائل في التمرينات التي وردت فـي فصـول  وأجوبةنماذج لحلول 
ب وكــذلك حلــول وأجوبــة التمرينــات العامــة ، ويمكــن للطالــب الرجــوع إلــى الكتــا

هنــا الحلــول والأجوبــة بعــد بــذل الجهــد أولاً فــي  حــل هــذه المســائل والتمرينــات، 
ومقارنة الأجوبة التي حصل عليها مع تلـك الأجوبـة وذلـك إتمامـاً للفائـدة بـإذن 

  االله تعالى.
  

  شكر وتقدير 
 –الـذي قـدمناه فـي كتبنـا السـابقة  –جزيـل ونود هنا أن نكـرر شـكرنا ال

لكــل مــن يســاهم بــأي نــوع مــن الجهــد فــي قضــية تعريــب هنــا العلــوم ، وظهــور 
  وتداول هذه الكتب العلمية باللغة العربية ، ونخص بالذكر 



س 

  ــــذين إخواننــــا وأخواتنــــا وأبناءنــــا وبناتنــــا وطــــلاب وطالبــــات الجامعــــة ال
الكتــــــب ومناقشــــــة  يقبلــــــون علــــــى دراســــــة هــــــذه لمنــــــاهج وقــــــراءة تلــــــك

  لتطويرها. لنا عليموضوعاتها فكانوا خير عون 
  لــم للنشــر والتوزيــع بالكويــت التــي لا تــدخر وســعاً فــي التعــاون قالودار

معنا لتيسير نشـر وتوزيـع الكتـب الدراسـية الجامعيـة التـي تخـدم قضـية 
  التعريب.

  الأخ الفاضل الأستاذ السيد البدوي محمد أحمد بقسم الرياضيات وعلم
الحاســوب لمــا يبذلــه مــن جهــد مســتمر فــي طباعــة هــذه الكتــب العلميــة 

  لإخراجها بصورة طيبة. والأناةباللغة العربية متحلياً بالصبر 
أل االله العلي القدير أن يبارك في هذا الجهد المتواضع وأن ينفع به ـنس

أن يسهل لنا جميعاً به طريقاً إلى الجنة، قارئين ودارسين ومعلمين، وأن  ,
عل من العلم الذي يُنتفع به في حياتنا وبعد موتنا، وأن يجعله في ميزان يج

حسناتنا يوم نلقى االله عز وجل، يوم لا ينفع  مال وبنون إلا من أتى االله بقلب 
سليم، وصل االله على خير خلقه محمد وعلى آله وصحبه ومن نبعه . 

  وبإحسان إلى يوم الدين.
 

  
  



 

  الفصل الأول
  

  مقدمة عن المعادلات التفاضلية
Introduction to Ordinary Differential Equations 

  
  تعريف
ـــــ    Ordinary Differential)التفاضـــــلية العاديـــــة  ةالمعادل

Equation) ODE  هـــــــــــــي معادلـــــــــــــة تحتـــــــــــــوي علـــــــــــــى متغيـــــــــــــر مســـــــــــــتقل
(independent variable) ) واحـدx ) مـثلا) ، ومتغيـر تـابعdependent 

variable( دـ) واحـــy  مـــثلا) ، وعلـــى الأقـــل(at least)   واحـــد مـــن مشـــتقاته
)derivatives ( ,....y,''y,'y   بالنسبة للمتغير المستقل. )3(

  فمثلا كل من المعادلتين التاليتين تعد معادلة تفاضلية :  
)1(       y,xf

dx
dy   

)2(      t
dt
dy e1   

هــو المتغيــر المســتقل فــي  t) و 1تغيــر المســتقل فــي المعادلــة (هــو الم xحيــث 
  هو المتغير التابع في كل من المعادلتين. y) ، و 2المعادلة (

  تعريف:
 nth- order differential)المعادلة التفاضلية ذات الرتبـة النونيـة   

equation) ) هــــــي معادلــــــة تفاضــــــليةDE ــــــى مشــــــتقة  highest)) أعل

derivative) الرتبة النونية ( فيها منorder n.(  
 – 2nd)فمــثلا المعادلــة التاليــة هــي معادلــة تفاضــلية مــن الرتبــة الثانيــة   

order DE) :  
'yy''y 2   
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  (Solutions of a DE)    حلول المعادلة التفاضلية  
تعطي المتغير التابع بدلالـة  (function)/ دالة  (relation)أي علاقة   

  ستقل وتحقق المعادلة التفاضلية تسمى حلا لهذه المعادلة.المتغير الم
 أوجد حلول المعادلة التفاضلية المذكورة سابقا:  :١-١مثال 

t
dt
dy e1      (2) 

  الحل:
فقــط هــو الــذي يظهــر فــي الطــرف الأيمــن ،  tحيــث أن المتغيــر المســتقل   

  :(integration)يمكننا أن نحصل على حل للمعادلة بالتكامل 
  Cetty t      (3) 

  . (constant of integration)هو ثابت التكامل  Cحيث 
لأنهــا تحقــق  (2)هــي حلــول للمعادلــة التفاضــلية  (3)فجميــع الــدوال فــي العلاقــة 

  :(requirement)المتطلب 
  te1t'y   

المبينـة فـي الشـكل  (family of curves)وهذه الدوال تكون عائلـة المنحنيـات 
 (solution curves)) الـــــذي يبـــــين منحنيـــــات الحـــــل ١-١التـــــالي (شـــــكل 

Cet t    
  
  ١-١شكل 

  
 explicit)لتكامــل مباشـرة إيجــاد صـيغة صــريحة ااسـتطعنا عــن طريـق   

formula)  أنـه توجــد  ١-١، ويوضـح الشــكل  (3)للـدوال المعطـاة فــي العلاقـة
فـي اختيـار الحــل ،  (one degree of freedom)درجـة واحـدة مـن الحريــة 

 C. وبتغييـــر قيمـــة الثابـــت  Cونعنـــي بـــذلك حريـــة اختيـــار قيمـــة ثابـــت التكامـــل 
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لأعلـى أو لأسـفل ، ويمكننـا  (solution curve)نستطيع تحريك منحنى الحـل 
  الحصول على منحنى معين كي يمر بأي نقطة نشاء.

 

  :٢-١مثال 
عنـــد أي  (body/object)جســـم مـــا  يتناســـب معـــدل تغيـــر درجـــة حـــرارة  

مع الفارق بين درجـة  (directly proportional)تناسبا طرديا  tلحظة زمنية 
. A (surrounding medium)ودرجــة حــرارة الوســط المحــيط   yحرارتــه 

اكتـــب المعادلـــة التفاضـــلية التـــي تعبـــر عـــن هـــذه الحقيقـــة [والتـــي يطلـــق عليهـــا : 
 Newton’s law)درجـات حـرارة الأجسـام قـانون نيـوتن لانخفـاض / لارتفـاع 

of cooling/warming).[  
) كانــت t=0وإذا علـم أن درجـة حــرارة الجسـم فـي البدايــة (أي عنـد الـزمن   
] فأوجــد حلــول (initial condition)[ويســمى هــذا شــرطا ابتــدائيا  y0تســاوي 

  المعادلة التفاضلية.
  الحل :

)Ay(k
dt
dy   

، ووجــود الإشــارة الســالبة يضــمن لنــا أن يكــون ثابــت موجــب   kحيــث   
معدل تغير درجة حرارة الجسم 

dt
dy  سالبا عندما تكون درجة حرارة الجسـم أكبـر

  من درجة حرارة الوسط المحيط.
  y(0) = y0      الشرط الابتدائي : 

  وبالتالي فيمكننا تلخيص معلومات المسألة المطلوب حلها فيما يلي:
    0dt

dy y0y;Ayk     (4) 
ــا باســتخدام طريقــة  ــا لا نســتطيع إجــراء عمليــة التكامــل مباشــرة ، ولكــن يمكنن هن

  أن نحصل على الحل: (separation of variables)فصل المتغيرات 
  kt

0 eAyAy       (5) 
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جديد لقيمة  (choice)، ولكل اختيار  y0وواضح أن الحل يعتمد على قيمة 
y0 حصل على منحنى حل ن(solution curve) .مختلف مقابل له  

عدة  ٢-١الفعلية منحنى الحل المطلوب. ويبين شكل  y0وتحدد قيمة 
  : (solution curves)منحنيات حل 

  kt
0 e.AyAy   
 

  ٢-١شكل 
فـإن درجـة حـرارة الجسـم  tومن الشكل نلاحظ أنـه مـع ازديـاد قيمـة الـزمن   

.  (room temperature)رة الوســط المحــيط / الغرفــة تقتــرب مــن درجــة حــرا
أقل من درجـة حـرارة الوسـط المحـيط   y0وإذا كانت درجة حرارة الجسم الابتدائية 

y0 < A .فإن الجسم ترتفع درجة حرارته بدل أن تنخفض  
  Initial Value Problem (I.V.P.)مسألة القيمة الابتدائية 

  تعريف :
  حل لمسألة القيمة الابتدائية أنها  y = y(t)يطلق على الدالة   

    00 yty;y,tf'y     (6) 

  إذا كانت : [t0,b]:   (interval)على الفترة 
y   دالة قابلة للتفاضل(differentiable function)  وكانت ،  

        .b,ttty,tft'y&yty 000   

يجــب أن يمــر بالنقطــة الابتدائيــة  y = y(t)ولاحــظ أن منحنــى الحــل   
(t0,y0).  

 

  Geometric Interpretationالتفسير الهندسي  
ــا إيجــاد ميــل    ــ y = y(t)منحنــى الحــل  (slope)يمكنن كــل نقطــة  دعن
(t,y) في المنطقة المستطيلة  

R:   a  t  b , c  y  d 

  :(implicit formula)باستخدام الصيغة الضمنية 



 

m = f(t,y(t)) 

  وبالتالي فيمكننا حساب القيم 
mi,j = f(ti,yj) 

ل ميـــل الخـــط المســـتقيم ثـــتم mi,jخـــلال هـــذه المنطقـــة المســـتطيلة ، وكـــل قيمـــة 
   .(ti,yj)المماس لمنحنى حل يمر بالنقطة 

 direction)او حقـل الاتجاهـات  (slope field)حقل الميل ويعرف   

field) } بأنــه شــكل يوضــح قــيم الميــلmi,j عبــر المنطقــة {(region) ويمكــن .
منحنــى  (fitting)لكيفيــة ملاءمـة  (visualizing)أن يسـتخدم لإعطــاء صـورة 

  .(slope constraint)لشرط الميل  (a solution curve)حل 
وللتحــرك علــى منحنــى حــل يجــب أن نبــدأ عنــد النقطــة الابتدائيــة ونختبــر   

أفقيــة  (step)حقــل الميــل لتحديــد الاتجــاه الــذي نتحــرك فيــه. ثــم نتحــرك خطــوة 
حتــى يكــون للإزاحــة  hf (to,yo)ة رأســية وخطــو   to + hإلــى  toصــغيرة مــن 

(displacement)  الناتجة الميل المطلوب. فتكون النقطة التاليـة علـى منحنـى
  .(t1,y1)الحل هي 

ونكرر هذه العملية لتستمر رحلتنا عبر المنحنى. ونظرا لأننا نقوم بإجراء   
  عدد محدود من الخطوات فإن هذه الطريقة تؤدي إلى حل تقريبي.

  :٣-١مثال 
  نفرض أن :  

 
2

yty,tf'y   

  ارسم حقل الميل في المنطقة المستطيلة:  ) أ
R:  0  t  5  , 0  y  4 

  ارسم منحنى الحل المقابل للقيمة الابتدائية:  ) ب
(i)  y(0) = 1 (ii)  y(0) = 4 

، ) يبـــين حقـــل الميـــل فـــي المنطقـــة المطلوبـــة ٣-١الشـــكل التـــالي (شـــكل   الحل:
  منحنيا الحل المطلوبان ، حيث: وموضح عليه كذلك

)i(  للقيمة الابتدائيةy(0) = 1  يكون الحل ،  



 

  t2e3ty 2/t    
)ii(  للقيمة الابتدائيةy(0) = 4   يكون الحل ، 

  t2e6ty 2/t    

  
 ٣-١شكل 

  نفرض أننا قد أُعطينا المنطقة المستطيلة  تعريف :
R = {(t,y) : a  t  b  ,  c  y  d} 

  .Rدالة متصلة على المنطقة  f(t,y)فرض أن ون
فــــي  (Lipschitz condition)"ليبشــــتز"  تحقــــق شــــرط fيقــــال أن الدالــــة 

  بحيث تحقق الشرط: L > 0إذا وُجد ثابت  Rعلى المنطقة  yالمتغير 
        .Ry,t,y,tyy.Ly,tfy,tf 212121   

  .fثابت "ليبشتز" للدالة   Lويطلق على 
  :١-١نظرية 
  .Rلى المنطقة معرفة ع f(t,y)نفرض أن   

  بحيث كان  L > 0إذا وُجد ثابت 
    Ry,tLy,tfy   

علــى   Lبثابــت " ليبشــتز "   yتحقــق شــرط " ليبشــتز " فــي المتغيــر   fفــإن 
  .Rالمنطقة 
  البرهان:
 (mean value theorem)واســتخدم نظريــة القيمــة المتوســطة  tثبِّــت   

 ونوبحيث يك    y1 < c1 < y2   حيث c1لتحصل على 

٠
       

    .yy.Lyy.c,tf

yyc,tfy,tfy,tf

21211y

211y21




 

 Existence and Uniqueness of)(وجــود حــل وحيــد)  : ٢-١نظريــة 

Solution)  
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  دالة متصلة في منطقة  f(t,y)نفرض أن   
  .dyc,btt:y,tR o   

 ، وكانـت  yفـي المتغيـر  Rتحقـق شـرط " ليبشـتز " علـى المنطقـة  fإذا كانـت 
  Ry , t 00   القيمة الابتدائية:فإن مسألة 

     6yty,y,tf'y 00   

علـى فتـرة جزئيـة مـا  y = y(t)  (unique solution)يكـون لهـا حـل وحيـد 
(some subinterval) :ttt oo  . 

  البرهان:
  ]) عن المعادلات التفاضلية.26انظر أي مرجع متقدم (مثل المرجع [

  :٤-١مثال 
،  ٣-١المـــذكورة فـــي مثـــال  (.I.V.P)بتدائيـــة اثبـــت أن مســـألة القيمـــة الا  

    حيث :  
2

yty,tf'y      .لها حل وحيد  
  الحل :

 
2

yty,tf   

 
2
1

y y,tf    
2
1

y y,tf   

فـــــإن ثابـــــت " ليبشـــــتز " هـــــو  ١-١وباســـــتخدام نظريـــــة 
2
1L   ، وبنـــــاءً عليـــــه

 يكون لمسألة القيمة الابتدائية المعطاة حل وحيد. ٢-١خدام نظرية فباست

  
 الحاجة إلى حل المعادلات التفاضلية عدديا:

تســـــتخدم المعـــــادلات التفاضـــــلية عمومـــــا فـــــي عمـــــل النمـــــاذج الرياضـــــية   
(mathematical models)  فـــي التطبيقـــات العلميـــة والهندســـية. وكثيـــرا مـــا

 (analytic solution)هــا حــل تحليلــي تظهــر لنــا معــادلات تفاضــلية لــيس ل
معلوم ، أو ليس من السهل إيجـاد هـذا الحـل ، أو قـد يكـون هـذا الحـل التحليلـي 

 not)وغيــر مناســب أو غيــر ميسَّــر  وغيــر ملائــم  (complicated)معقــدا 
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convenient)  للحســـاب المباشـــر(direct calculation)  ونحتـــاج إلــــى ،
إذا كــان هــذا الحــل متسلســلة لا نهائيــة  (مــثلا (be approximated)تقريبــه 

(infinite series)( في مثل هـذه الحـالات نلجـأ إلـى حـل المعادلـة التفاضـلية .
  عدديا.

  
  هدف الحل العددي للمعادلة التفاضلية:

ــــر    ــــة التفاضــــلية أن نعبِّ عــــن  (express)يقصــــد بالحــــل العــــددي للمعادل
 y( مــثلا) والمتغيــر التــابع xبــين المتغيــر المســتقل ( (relationship) العلاقــة

مـن  xi (set)مقابلـة لمجموعـة  yiيعطـي قيمـا  (table)مثلا) في صورة جدول 
 (cover)والتــــي تغطــــي  (closely spaced)المتقاربــــة فيمــــا بينهــــا  xقــــيم 

 xo  x)(كأن تكون مثلا في المنطقة  (required range)المنطقة المطلوبة 

 xn .  
 standard)لكتاب تستعرض الطـرق القياسـية والفصول التالية من هذا ا  

methods)  لإيجــــــاد الحلــــــول العدديــــــة للمعــــــادلات التفاضــــــلية العاديــــــة ونظــــــم
ومســائل  (systems of differential equations)المعــادلات التفاضــلية 

  .(boundary value problems)القيم الحدودية 
 –أشــرنا ســابقا كمــا  –ورغــم أن الحلــول العدديــة التــي نحصــل عليهــا هــي   

عبارة عن قائمة أعداد أو جدول من عدة قيم ، إلا أن هذه الأعداد والقيم تفيـدنا 
بـين  (joining)الـذي يصـل  (plotting the path)في تحديد / رسم المسـار 
وبالتـالي  {(xi , yi)} (approximation points)مجموعـة النقـاط التقريبيـة 

  .x , yالعلاقة بين  رسم المسار الذي يوضح بصورة تقريبية
  التالي: (nonlinear system)فمثلا النظام غير الخطي   

 

  ,yyxy,x,tg'y

,xyxy,x,tf'x

20
y

10
x

2

2




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    مع الشرط الابتدائي :     10y,20x  

  t  30 0      وللفترة :

يــؤدي إلــى حــل عــددي (ولــيس موضــوعنا الآن كيفيــة الحصــول علــى هــذا الحــل 
فـي نقـاط فـي شـكل بيـاني ،  {(xi , yi)}قابلـة العـددي) لـو وضـعنا أعـداده المت

لنا بين هذه النقاط لحصلنا على الشـكل التـالي (شـكل  ) الـذي يوضـح ٤-١ووصَّ
  .x , yبصورة تقريبية العلاقة بين 

 
  ٤-١شكل 

  :١ملاحظة 
يمكـن أن تختـزل  n  (nth – order DE)أي معادلة تفاضلية من الرتبة   

مكـون مـن معـادلات تفاضـلية  (equivalent system)عادة إلى نظام مكـافئ 
وذلــك عــن طريــق  ، (first-order)وكــل منهــا مــن الرتبــة الأولــى   nعــددها 

  .n-1تعريف متغيرات جديدة عددها 
  فمثلا المعادلة التفاضلية التالية وهي من الرتبة الثانية:

y2    ثابت معلوم)   (حيث 

dt

yd
2

2
  

  : zريف المتغير الجديد عاد كتابتها بعد تعتيمكن أن 

dt
dy

z   

  كمعادلتين تفاضليتين كل منهما من الرتبة الأولى:

.z

&y

dt
dy

2
dt
dz




 

ولـــذلك فيكفـــي فـــي الحقيقـــة أن نأخـــذ فـــي الاعتبـــار دراســـة المعـــادلات التفاضـــلية 
  ولى فقط:لأاذات الرتبة 

 y,xf
dx
dy      (*) 
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  :٢ملاحظة 
إثبــات أن أي طريقــة تســتخدم لحــل المعادلــة التفاضــلية (*) عــدديا  يمكــن  

يمكن أيضا أن تستخدم لحل مجموعة معادلات تفاضلية آنية من الرتبـة الأولـى 
(set of simultaneous ODE's of 1st order). 

 
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  ١تمرينات رقم 
  
  
  بالنسبة لكل من المعادلات التفاضلية التالية: )١-١

ية ـي حـــــل المعادلـــــة التفاضلــــــالمقابلـــــة المعطـــــاة هـــــ y(t)اثبــــت أن  ) أ
ية : ـة التفاضلـــــفــــي المعادلــــ  y(t)و   y(t)بتعـــويض كــــل مــــن 
    tyt,f  ty .  

للمنطقـــــة  Lلإيجـــــاد قيمـــــة لثابـــــت ليبشـــــتز  ١-١اســـــتخدم نظريـــــة  ) ب
             .R :     0  t  3 ,       0  y  5ة المستطيل

1. y=t2 – y ,  y(t) = C exp(-t) + t2 – 2t + 2 

2. y = 3y + 3t ,  y(t) = C exp(3t) – t - 
3
1  

3. y = -ty ,  y(t) = C exp(-t2/2) 
4. y = exp(-2t) – 2y ,  y(t) = C exp(-2t) + t exp(-2t) 
5. y = 2ty2 , y(t) = 1/(C – t2) 

  بالنسبة لكل من المعادلات التفاضلية التالية : )٢-١
  المنطقة: رعب mi,j = f(ti , yj)ارسم حقل الميل  ) أ

0  t  4 ,  0  y  4 
  ارسم منحنيات الحل المقابلة ، والمعطاة مع المعادلة التفاضلية. ) ب

1. y = f(t,y) = -t / y 

  :circles)منحنيات الحل (دوائر 
y(t) = (C – t2)1/2    for    C = 1,2,3,9 

2. y = f(t,y) = t / y. 

  ) :hyperbolasمنحنيات الحل (قطاعات زائدة 
y(t) = (C + t2)1/2   for   C = -4,-1,1,4. 

3. y = f(t,y) = 1 / y. 

  ) :parabolasمنحنيات الحل (قطاعات مكافئة 
y(t) = (C + 2t)1/2   for   C = -4,-2,0,2. 

4. y = f(t,y) = y2. 
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  نيات الحل (قطاعات زائدة) :منح
  4,3,2,1Cforty

tC
1 


 

التي لها أكثر من حل واحد  IVPمن أمثلة مسائل القيمة الابتدائية  )٣-١
  المسألة :

  00y;y'y 3/1
2
3   

  حل للمسألة.    t  0   ;  y(t) = 0اثبت أن  )أ 
  حل للمسألة.  t  0  ;  y(t) = t3/2اثبت أن  )ب 
  ؟ ولماذا ؟ ٢-١نظرية  هل المعلومات السابقة تعارض )ج 

  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٤-١

    00y;y1'y
2/12   

 حل للمسألة على الفترة  y(t) = sin(t)  اثبت أن )أ  
4

,0 .  
 solution)يتواجد الحل  (largest interval)حدِّد أكبر فترة  )ب 

exists) .عبرها 

محدود : اثبت أنه يمكن حساب التكامل ال )٥-١
 

b

a
dttf

عن طريق حل  
مسألة القيمة الابتدائية :     0ay,bta;tf'y .  

  أوجد حل كل من مسائل القيمة الابتدائية التالية: )٦-١
1- y = 3t2 + sin(t) ; y(0) = 2 
2- y = 1/(1 +t2) ;  y(0) = 0 
3- y = exp(-t2/2) ; y(0) = 0 

ذه المسـألة الأخيـرة فـي صـورة تكامـل إرشاد:  يجب أن نعبِّر عن إجابة ه
  معين.

  نفرض أن لدينا المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى )٧-١
y(t) + p(t) . y(t) = q(t) 
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يمكن إيجاده عن طريق استخدام تكاملين   y(t)اثبت أن الحل العام 
 خاصين: 

  بالعلاقة: F(t)عرِّف أولا 
     dttpexptF  

  ي :كما يل  y(t)ثم عرِّف 
          Cdttq.tFty

tF
1  

  .F(t) . y(t)إرشاد :  اشتق حاصل الضرب 
هي كمية المادة المشعة  y(t)(مسألة تحلل مادة مشعة) إذا كانت  )٨-١

تتناقص ، ومعدل تناقصها يتناسب   y(t)، فإن  tالموجودة عند الزمن 
.  (undecayed material)مع كمية المادة الموجودة غير المتحللة 

  فإن مسألة القيمة الابتدائية لتحلل المادة المشعة هي: وبالتالي
y = -ky  ;  y(0) = y0 

y(t) = y0  e .اثبت أن حل المسألة هو    )أ 
-kt  

مادة مشعة بأنه الوقت اللازم  (half-life)يعرَّف نصف عمر  )ب 
. (half of an initial amount)لتحلل نصف الكمية الابتدائية 

  سنة. 5730 هو 14Cمثلا نصف عمر المادة 
الموجودة عند زمن  14Cتعطي كمية المادة     y(t)أوجد صيغة 

.t   
  .y(5730) = 0.5 y0بحيث تتحقق العلاقة    kإرشاد : أوجد 

الموجودة  14Cتم تحليل قطعة من الخشب ، ووجد أن كمية   )ج 
من المادة التي كانت موجودة عندما كانت  0.712تقدر بنسبة 

  ة الخشب ؟كم عمر قطع ٠ةالشجرة حيَّ 
 10عند لحظة ما كانت كمية المادة المشعة الموجودة تساوي  )د 

mg 1 يثانية وُجد أن كمية المادة المتبقية تساو  23. وبعد mg 
  فقط. كما يساوي نصف عمر هذه المادة ؟
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 

  الفصل الثاني
  

 طريقة " أُويْلَرْ "

  
Euler’s Method 

  
ـــوم أن مســـائل القيمـــة الابتدائيـــة  ـــة  .I.V.Pمـــن المعل ليســـت جميعهـــا قابل

، وكثيرا ما يكون مـن المسـتحيل  (explicitly solved)للحل بصورة صريحة 
 للحل. فعلـى سـبيل المثـال لا توجـد صـيغة أو تعبيـر (formula)إيجاد صيغة 

  لحل المسألة: (closed form expression)لقة صورة مغ في
y = f(t,y) = t3 + y2  ;  y(0) = 0. 

طـــرق لتقريـــب  دوبالتـــالي فيلزمنـــا فـــي التطبيقـــات العلميـــة والهندســـية وجـــو   
أي ازداد عـدد الأرقـام المعنويـة ، حـل لالحل. وكلما ازدادت الدقة المطلوبة فـي ا

(significant digits) زداد الجهــد المطلــوب بذلــه فــي المطلوبــة فــي الحــل ا
المستخدمة  (algorithms)إجراء الحسابات وازدادت درجة تعقيد الخوارزميات 

  في الحل.
ــــرْ مــــن أبســــط الطــــرق العدديــــة التــــي توضــــح المفــــاهيم    وتعــــد طريقــــة أُويْلَ

المتعلقة بالحلول العددية للمعادلات التفاضلية ، والتي تمهـد الطريـق لغيرهـا مـن 
ة لحـــل المعـــادلات التفاضـــلية ، حيـــث أن طريقـــة أُويْلَـــرْ محـــدودة الطـــرق المتقدمـــ

 ، الاســتخدام نظــرا لكبــر الخطــأ الــذي يتــراكم مــع الاســتمرار فــي تطبيــق الطريقــة
وبالتالي تكون دقة الحل العددي الذي نحصل عليه منخفضة. ولكن دراسة هذه 

ـــة تحليـــل الأخطـــاء   error)الطريقـــة مهمـــة حيـــث أنهـــا توضـــح بســـهولة كيفي

analysis) .المصاحبة للحل  
  ..I.V.Pهي الفترة التي نرغب عليها حل المسألة  [a , b]نفرض أن   

y = f(t,y) , y(0) = y0 
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وفي الحل العددي الـذي سنحصـل عليـه بـإذن االله سـوف لا نحـاول إيجـاد   
المعطــاة ، وإنمــا ســنقوم بمشــيئة  .I.V.Pقابلــة للاشــتقاق وتحقــق المســألة  yدالــة 

تسـتخدم كتقريـب  {(tk , yk)}مجموعـة مـن النقـاط  (generation)د االله بتوليـ
 ،  y(tk)  ykللحل المطلوب ، أي أن 

  
  .[a,b]نقطة عامة في الفترة  : tkحيث 

y(tk) :  الحــل الصــحيح / الــدقيق(exact solution)  للمســألةI.V.P. 
  .tkعند النقطة 

yk : الحـــــــــل العـــــــــددي / التقريبـــــــــي(numerical solution/ 
approximation)  للمســـــألةI.V.P.  عنـــــد النقطـــــةtk  والـــــذي ،

  نحصل عليه بتطبيق الطريقة العددية (طريقة أويلر هنا).
 

وللحصول علـى مجموعـة النقـاط التـي تحقـق المعادلـة التفاضـلية تقريبـا ، نختـار 
مـــن  Mإلـــى عـــدد  [a , b]أولا محـــورين للنقـــاط .. وللســـهولة فسنقســـم الفتـــرة 

ـــة الفتـــرات الجزئ ـــالي ١-٢المتســـاوية (انظـــر شـــكل  (subintervals)ي ) ، وبالت
  هي : (successive values of t)المتتابعة   tتكون قيم 

to , t1 , t2 , … , tk , … , tM 
  حيث :

(1)    
M

ab
k h;M,...,2,1,0k;hkat   

، أي طـــول الفتـــرة  tiالثابتـــة فـــي قـــيم  (increment)تمثـــل الزيـــادة   hأي أن 
  ،  tiأو المسافة بين أي قيمتين متتاليتين من قيم   الجزئية الثابت ،
 .(step size):  حجم الخطوة   hوتسمى القيمة 
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y           الحل المضبوط    

                    
     yk+1    

y1
y2      

                  
     y(tk+1)    yo        
  y(tk)              
  

h 
               

     
x 

          
   tk  tk+1      a = to t1 t2 t3 tM=b 

  ١-٢شكل 
  

  والآن لإيجاد حل تقريبي للمسألة :
(2)          00M0 yty;t,tty,tfy   

  هناك أكثر من طريقة.
)i(  الطريقــة الأولــى : نفــرض أنy(t) , y(t) , y(t)  ، دوال متصــلة

 (expansion)لفــك  (Taylor’s theorem)ونســتخدم نظريــة تــايلور 
y(t)  حـولt = to  نعلـم أنـه لكـل قيمـة .t  توجـد قيمـةc1  تقـع بـينto , t 

  بحيث أن 

(3)               
2

ttcy
000

2
01tttytyty


  

  وبتعويض 
y(t0) = f(t0, y(t0)   &  h = t1 – t0 

  : y (t1)، نحصل على التعبير التالي للقيمة  (3)في المعادلة 
(4)            

2
h

10001
2

cyty,thftyty   
بحيث يكون صغيرا صغرا كافيـا فإنـه يمكننـا إهمـال   hفإذا اخترنا حجم الخطوة 

  ، وبذلك نحصل على العلاقة: h2حد الرتبة الثانية الذي يشتمل على 
(5)     0001 y,thfyy   
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  (Euler’s approximation)والتي تعرف بتقريب أويلر 
من النقاط التـي تقـرِّب  (sequence)ليد متتابعة ثم نقوم بتكرار هذه العملية وتو 

(approximate)  منحنى الحلy = y(t).  
  وعلي ذلك فإن الخطوة العامة في طريقة أويلر تكون :

(6)     





 

1M,...,2,1,0k

;y,thfyy,htt kkk1kk1k  

)ii( طريقة أخرى :   
معلومـة.  y(tk)، أي القيمـة   tkعنـد نقطـة مـا   yنفرض الآن أن قيمـة 
  اضلية : بمكاملة المعادلة التف

 y,tf
dt
dy      (*) 

  نحصل على (tk , tk+1)عبر الفترة 

  
 

 
 
 1k

k

1k

k

ty

ty

t

t
dtty,tfdy . 

      



1

1
k

k

t

t
kk dtty,tftyty  (7) 

، وبالتـــالي فـــإن  t > tkغيـــر معلومـــة فرضـــا للقـــيم  y(t)ونظـــرا لأن قيمـــة 
  ty,tf  الســابق. وإحــدى غيــر معلومــة أيضــا ، فلــذلك يلــزم تقريــب التكامــل

،  [tk,tk+1]ثابتـــة خـــلال الفتـــرة  f(t,y)طـــرق التقريـــب هـــي أن نفـــرض أن قيمـــة 
  عند بداية الفترة / الخطوة ، أي أن : قيمتها وتساوي

f(t , y(t)) = f(tk , y(tk)) 
  وبالتالي فإن :

       



1k

k

t

t
kkk1k dtty,tftyty  

(8)                   kkk ty,thfty   
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النتيجــة التــي أدى إليهـا هــو أن نرســم مماســا و ض السـابق والمعنـى الهندســي للفــر 
 (project it)، ونســقطه  (tk, y(tk))عنــد نقطــة البدايــة  f(tk, y(tk))ميلــه 

  عند نهاية الخطوة. yk+1ليعطينا القيمة التقريبية  t = tk+1على المستقيم 
 y(tk) (exact value)ومـــن الناحيـــة العمليـــة فـــإن القيمـــة المضـــبوطة   
يجـب أن نسـتخدم القيمـة التقريبيـة  (8)ير معلومة ، ولذلك ففـي العلاقـة تكون غ

yk  والتــي نكــون قــد حســبناها وحصــلنا عليهــا مــن حســابات مماثلــة عبــر الخطــوة
الســابقة. ولــذلك فمــن الناحيــة العمليــة وباســتخدام القــيم الفعليــة المحســوبة ، فــإن 

  تصبح : (8)المعادلة 
(9)                kkk1k y,thfyy   

  :(initial condition)ومبتدئين بالشرط الابتدائي 
00    عندما      (10) tt:yy   

ــــــــق تكراريــــــــا عبــــــــر الخطــــــــوات المتتابعــــــــة  (9)فــــــــإن المعادلــــــــة  يمكــــــــن أن تطبَّ
k=0,1,2,…,M-1  إلــــى أن يكتمــــل حســــاب جميــــع التقريبــــات خــــلال المــــدى
  .t = tMإلى  t = t0المطلوب كله : من 

النتيجة نفسها التي وصلنا إليها باستخدام طريقة مفكوك نظريـة وهذه هي   
  تايلور.
  :١-٢مثال 

باســتخدام طريقــة أويلــر أوجــد حــلا تقريبيــا لمســألة القيمــة الابتدائيــة التاليــة   
  ثابت) : R(حيث 

y = Ry  , t  [0, 5]  ,  y(0) = y0   (11) 
  الحل :
  لتكرارية ، نستخدم الصيغة ا  hبعد اختيار حجم الخطوة   

yk+1 = yk + hf(tk , yk)  ;  k=0,1,2,…,M-1 
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المتتاليـة ، وأحيانـا يطلـق   yلحسـاب قـيم  – (6)والمذكورة سابقا فـي العلاقـة  -
،  (difference equation)ق " و علــى هــذه الصــيغة التكراريــة " معادلــة فــر 

  وفي حالتنا تصبح :
yk+1 = yk + h.R yk = yk (1 + hR) ;  k=0,1,2,…,M-1. (12) 

  المختلفة نحصل على قيم الحل التالية : kوبتعويض قيم 
y1 = yo(1 + hR) 
y2 = y1(1 + hR) = yo(1 + hR)2 
y3 = y2(1 + hR) = yo(1 + hR)3 
 
yk = yk-1(1 + hR) = yo(1 + hR)k 
 
yM = yM-1(1 + hR) = yo(1 + hR)M 

 (explicit form)مســألة اســتطعنا الحصــول علــى صــيغة صــريحة فــي هــذه ال
مـــة صـــريحة واحـــدة نســـتطيع منهـــا حســـاب اتعطـــي نقـــاط الحـــل ، أي صـــيغة ع

  جميع نقاط الحل ، وهي :
yk = y0(1 + hR)k ;  k = 0,1,2,…,M (tk=hk)  (13) 

ولكــن فــي معظــم المســائل لا نســتطيع الحصــول علــى مثــل هــذه الصــيغة العامــة 
وإنما يجب أن نحسب كل نقطة جديدة من النقطـة السـابقة ، فيجـب  ، الصريحة

 y4حساب هذه النقطة السابقة أولا. مثلا في المثال الحالي يمكننـا حسـاب قيمـة 
  مباشرة وتساوي 

y4 = y0(1 + hR)4 
أولا ، ولكن في معظم  y3فيمكن معرفة قيمتها مباشرة دون معرفة قيمة 

، وبالتالي لا يمكن   y3تظهر فيها   y4ي المسائل نجد أن العلاقة التي تعط
  y3، ولذلك فيجب حساب  y3إلا بعد التعويض عن قيمة   y4حساب قيمة 

تحتوي على كل من  y4أولا ، وفي مسائل أخرى نجد أن العلاقة التي تعطي 
y2 , y3  ا أولا ، وهكذا. وسيتضح ذلك بإذن االله من أمثلة مفيجب حسابه

  لاحقة فيما بعد.
  : ٢-٢مثال 



 

المذكورة في المثال السـابق  (11)نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية   
. بتطبيـق طريقـة أويلـر أوجـد  R = 0.1 , yo = 1000) ، حيـث ١-٢(مثـال 
  يساوي :  hمستخدما خطوة حجمها   t = 5عندما  yقيمة 

(i)  1 (ii)  
12
1  (iii)  

360
1  

  وقارن الحل التقريبي الناتج في كل حالة مع الحل المضبوط.
  الحل :

  بتعويض القيم المعطاة تصبح مسألة القيمة الابتدائية هي:
y = 0.1 y ,  t  [0 , 5] ,  y(0) = 1000   (14) 

  الحل المضبوط لهذه المسألة يمكن الحصول عليه بسهولة :





t1.0
0

y
dy

eyy

ct1.0ylndt1.0
 

  t1.0e1000ty          (15) 
y(5)  =  1000  e0.5  =  1648.72 

) التــي 13يغة العامــة الصــريحة (ـوللحصــول علــى الحــل التقريبــي نســتخدم الصــ
 , Rن قيمتـي ـويض عــبح بعـد التعــوصلنا إليها في المثال السـابق ، والتـي تصـ

yo :  
yk = 1000 (1 + 0.1 h)k ; k = 0,1,2,…,M   (tk = hk) (16) 

المختلفــة  hل التــالي يعطــي قــيم الحــل التقريبــي المطلوبــة والمقابلــة لقــيم والجــدو 
  المعطاة.

 
  حجم الخطوة
Step size, 

h 

 عدد التكريرات

Number of 
iterations, M

  الحل التقريبي
Approximation to y(5),  

yM 

(i) 1 5   51.161051.011000   

(ii) 12
1  60   31.1645

60

12
1.011000   
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(iii) 
360
1  1800   61.1648

1800

360
1.011000   

 (M=5)نحتـاج إلـى خمسـة تكريـرات  h = 1وهـذا الجـدول يعنـي أنـه فـي حالـة 
، لنصــل إلــى  h = 1لنمشــي خمــس خطــوات ، كــل خطــوة حجمهــا أو طولهــا 

يمـــــة ) وهـــــي قيمـــــة تقريبيـــــة للق1610.51(ووجـــــدناها تســـــاوي  y5إيجـــــاد قيمـــــة 
  .t = 5عند  yأي قيمة  y(5)المضبوطة 

بينما في حالة 
12
1h =   تكرير   60نحتاج إلى(M=60)  خطـوة ،  60لنمشي
كـل خطــوة طولهــا 

12
1h =    لنصــل إلــى إيجـاد قيمــة ،y60  ووجــدناها تســاوي)

  .t = 5ند المضبوطة ع  y) ، وهي قيمة تقريبية لقيمة 1645.31
كـل منهـا طـول خطـوة 1800وبالمثـل نحتـاج إلـى 

360
1h =   لنصـل إلـىt = 5 

  .y1800 = 1648.61ونحصل على القيمة التقريبية 
والتـــي أحيانـــا تســـمى  – (16)إذا لـــم نســـتخدم الصـــيغة العامـــة الصـــريحة   

 , y5 , y60فـإن القـيم  – (closed-form solution)الصـيغة المغلقـة للحـل 

y1800   تعكس لنا مدى الجهد المطلوب بذله في إجراء الحسابات للوصـول إلـى
الحل التقريبي وعلاقة ذلك بدقة هذا الحل ومدى اختلافـه عـن الحـل المضـبوط. 

 … , y1 , y2أي حساب خمس قيم :  –فمثلا نحتاج إلى خمسة تكريرات فقط 

, y5 –  ، ولكننـا نجـد أن الدقـة فـي هـذا للوصـول إلـى القيمـة التقريبيـة المطلوبـة
مـــع الحـــل  1610.51الحـــل تكـــون منخفضـــة (قـــارن الحـــل العـــددي / التقريبـــي 

 1800أي حســاب  –تكريــر  1800) ، بينمــا نحتــاج إلــى 1648.72المضــبوط 
أدق  (1648.61)للوصـول إلـى قيمـة تقريبيـة  – y1 , y2 , … , y1800قيمـة : 

،  (1648.72)الحـل المضـبوط حيث أنهـا أقـرب إلـى  (1610.51)من السابقة 
  نحو خمسة أرقام فقط في الجواب). :ولكنها لا زالت غير مضبوطة (الدقة 
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  الوصف الهندسي لطريقة أويلر :
Geometric Description of Euler’s Method 
 

 

  
  ٢-٢شكل 

  تقريبات أويلر
yk+1 = yk + hf(tk , yk) 

  
 m0 = f(t0 , y0)يمـة الميـل وحسـبنا ق (t0 , y0)إذا بـدأنا عنـد النقطـة   

فإننـا نكـون قـد تحركنـا فعليــا  hf(t0 , y0)ورأسـيا بقـدر   hقيـا بقـدر فوتحركنـا أ
لننتهـي عنـد النقطـة  y(t)للمنحنـى  (tangent line)على طـول الخـط الممـاس 

(t1 , y1)  ولاحـظ أن ٢-٢(انظـر شـكل .((t1 , y1) علـى منحنـى الحـل  تليسـ
تقريب الذي نقـوم بحسـابه ونسـتطيع الوصـول إليـه المطلوب ! ، ولكن هذا هو ال

كمـا لـو كانـت هـي  (t1 , y1)في هذه الطريقـة. ومـن ثـم فعلينـا أن نسـتخدم الآن 
ونتقدم للخطوة التالية بحساب الميل  (correct)النقطة المضبوطة / الصحيحة 

m1 = f(t1 , y1)  واسـتخدامه للحصـول علـى الإزاحـة الرأسـية التاليـةhf(t1 , 

y1)  لتحديد موضع(t2 , y2) .وهكذا ، 

 

  
  العلاقة بين حجم الخطوة والخطأ 
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Relation between Step Size and Error 
الطــرق العدديــة التــي نناقشــها فــي هــذا الكتــاب لتقريــب حــل مســائل القيمــة   

، أو "طرق  (difference methods)رق الفروق " طالابتدائية يطلق عليها " 
. وفــي (discrete variable methods)لمنفصــلة" المتغيــرات المتقطعــة / ا

لمنفصــلة / المتباعــدة اهــذه الطــرق نقــوم بتقريــب الحــل عنــد مجموعــة مــن النقــاط 
(set of discrete points)  تسمى شبكة نقـاط(grid/mesh of points)  ،

ــــــــة الخطــــــــوة  ــــــــة بســــــــيطة أحادي ــــــــة إنهــــــــا طريق ــــــــة العددي ــــــــى الطريق ــــــــق عل ويطل
(elementary single-step method) : إذا كانت صيغتها  

 kkk1k y,thyy   
  .(increment function)دالة ما تسمى دالة الزيادة  حيث 

  
  Types of Errorsأنواع الخطأ  

ســـتخدم أي طريقـــة مـــن طـــرق المتغيـــرات المتقطعـــة لإيجـــاد حـــل نعنـــدما   
خطــأ  : رئيســيان للخطــأ نتقريبــي لمســألة قيمــة ابتدائيــة فإنــه يكــون هنــاك مصــدرا

اقتطـــاع وخطـــأ تقريـــب. وفيمـــا يلـــي نـــذكر معناهمـــا أولا ، ثـــم نعطـــي العلاقـــات 
  الرياضية التي تتعلق بهما.

  
  تعريفات :

  Truncation / Discretization Errorخطأ الاقتطاع  
هـــــو الخطـــــأ النـــــاتج عـــــن تطبيـــــق الطريقـــــة العدديـــــة ، وذلـــــك لأن الحـــــل   

لعمليات ، بينمـا الطريقـة العدديـة المضبوط يحتاج عادة إلى عدد لا نهائي من ا
  تطبق عددا محدودا فقط من الخطوات.
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  local truncation / discretization errorخطأ الاقتطاع المحلي 
هــو خطــأ الاقتطــاع النــاتج عــن تطبيــق الطريقــة العدديــة فــي خطــوة واحــدة   
  فقط.

  
  Rounding / Round-off Errorخطأ التقريب  

الجهــاز المســتخدم لإجــراء الحســابات ، وذلــك لأن  هــو الخطــأ النــاتج عــن  
بسـبب الـذاكرة  (finite precision)جميع العمليات تُجرى وتنفـذ بدقـة محـدودة 

للجهـــاز [حيـــث عـــدد الأرقـــام التـــي تحفـــظ فـــي  (finite memory)المحـــدودة 
 ومحـدودا  (fixed)يكـون ثابتـا  –نتيجة محسـوبة  يوالتي تنتج عن أ –الذاكرة 

  رقما معنويا]. ١٢-٧مثلا  ،
   k = 0,1,2,…,M ; {(tk,yk)}      نفرض أن  

 هي مجموعة التقريبات المتقطعة / المنفصلة ، 

لمســـألة القيمـــة  (unique solution)هـــو الحـــل الوحيـــد   y = y(t)وأن 
  الابتدائية.
  . tkهو الحل المضبوط عند النقطة   : y(tk)أي أن  
  yk      :  ن الطريقــــة العدديــــة (طريقــــة هــــو الحــــل التقريبــــي النــــاتج مــــ

  )discrete variable methodمتغيرات متقطعة 
  global discretization errorخطأ الاقتطاع الشامل  يعرَّف 

  بالعلاقة :
ek = y(tk) – yk  ; k=1,2,3,…,M     (17) 

  أي أنه الفارق بين الحل الوحيد والحل الناتج من طريقة المتغيرات المتقطعة.
  بالعلاقة : local discretization errorالاقتطاع المحلي  خطأويعرَّف 

k+1 = y(tk+1) – yk – h(tk , yk)   ; 
  k=0,1,2,…,M-1  (18) 
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إلــى  tkمــن   (single step)أي أنـه الخطــأ الــذي ارتُكــب فــي الخطــوة المفــردة 
tk+1.  

التي تلخص طريقـة أويلـر كـان الحـد المهمـل  (6)عند استنتاجنا للمعادلة   
(neglected term)  : فــي كــل خطــوة هــو 

2
h

k
2

.cy .  فــإن كــان هــذا هــو
فـي  (accumulated error)الخطأ الوحيد في كل خطـوة فـإن الخطـأ المتـراكم 

  من الخطوات يصبح :  Mبعد إجراء عدد  [a,b]نهاية الفترة 

      


M

k

hMhh
k h.cy..cy.M.cy

1 222
22

 

   
      .hOh.

2
cy.ab 

  
ثــر ، ولكــن هــذا التقــدير للخطــأ المتــراكم هــو الغالــب كأخطــاء أ وقــد يكــون هنــاك

(predominant) ويمكــــن الرجــــوع إلــــى دراســــة مفصــــلة لهــــذا الموضــــوع فــــي .
. وعموما سـنرجع مـرة أخـرى فـي هـذا الفصـل إلـى مناقشـة بعـض  [47]المرجع 

  التفاصيل في موضوع الأخطاء في طريقة أويلر. 
  

  Precision of Euler's Method(دقة طريقة أويلر)    ١-٢نظرية 
المـــذكورة فـــي  IVPهـــي حـــل مســـألة القيمـــة الابتدائيـــة   y(t)نفـــرض أن   

  إذا كانت  .(2)
   b,tCty 0

2  
          وكانت   M,...,2,1,0k;y,t kk   

  التقريبات الناتجة من تطبيق طريقة أويلر فإن : (sequence)هي متتابعة 
   
      










2

kkk1k1k

kkk

hOy,thfyty

,hOytye
  

 (19) 



 

ـــق عليـــه  ـــرة يطل ـــة الفت ـــد نهاي ـــائي " والخطـــأ عن  (FGE)" الخطـــأ الشـــامل النه
(Final Global Error) : ويعطى بالعلاقة ،  

      hOybyh,byE M       (20) 
لدراسـة تـأثير تغيـر  E(y(b) , h)يسـتخدم الخطـأ الشـامل النهـائي  ملاحظـة : 

الخطــــأ الشــــامل النهــــائي حجــــم الخطــــوة علــــى الخطــــأ النــــاتج. فــــيمكن اســــتخدام 
لإعطـــــــاء فكـــــــرة عـــــــن مـــــــدى الجهـــــــد المطلـــــــوب بذلـــــــه فـــــــي إجـــــــراء الحســـــــابات 

(computing effort) .للحصول على تقريب دقيق  
والمثـــالان التاليـــان يوضـــحان المفـــاهيم المعطـــاة فـــي النظريـــة الســـابقة. إذا   

ة ثــم مــر  hفرضــنا أن التقريبــات المتتابعــة قــد تــم حســابها باســتخدام حجــم الخطــوة 
أخــرى باســتخدام حجــم الخطــوة 

2
h  فســينتج لنــا فــي الحالــة الأولــى (حالــة حجــم ،

  الخطوة الأكبر) :
   Chh,byE          (21) 

  بينما في الحالة الثانية نحصل على :
     h,byE.C,byE hh

2
1

22       (22) 
يل حجم الخطـوة فـي طريقـة أويلـر أي أن فكرة النظرية السابقة هي أنه إذا تم تقل

 overall)إلــى نصــف قيمتهــا فنتوقــع أن يقــل الخطــأ الشــامل النهــائي الكلــي 

FGE) .إلى نصف قيمته  
  :٣-٢مثال 

  أوجد حل مسألة القيمة الابتدائية التالية :  
    10y,3,0t;y

2
yt  

     (23) 

  باستخدام طريقة أويلر وبأخذ قيمة حجم الخطوة :
(i)  h = 1 (ii)  h = 

2
1  (iii)  h = 

4
1  (iv)  h = 

8
1 . 

  قارن بين الحلول الناتجة في هذه الحالات المختلفة.
  الحل :



 

 

.1M,...,1,0k;.hy

,1M,...,1,0k;y,thfyy

2
yt

k

kkk1k

kk 





 

مثلا عندما 
4
1h =  :  

21 250 kk yt
kk .yy


   

,875.025.00.1

25.0yy0k

2
0.10.0

2
yt

01
oo









 

,796875.025.0875.0

25.0yy1k

2
875.025.0

2
yt

12
11









 

 

 
2
yt

1112
111125.0y3yy11k

  

    =  1.440573 + 0.25 . 
2
440573.175.2   = 1.604252 

الأخـرى ، والجـدول التـالي   hوبالمثل يمكن إجراء باقي الحسـابات بالنسـبة لقـيم 
لفـــة يلخـــص النتـــائج للحـــالات الأربـــع المخت 

8
1

4
1

2
1 ,,1,h   عنـــد قـــيم مختـــارة

، ويقــارن هــذه النتــائج مــع القــيم المضــبوطة للحــل عنــد هــذه النقــاط ،   tkللنقــاط 
  حيث الحل المضبوط هو :

  t2e3ty 2
t




 

tk 
yk القيم المضبوطة  

Exact y(tk) 
h = 1 h = 

2
1  h = 

4
1  h = 

8
1  

0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 
0.125    0.9375 0.943239 
0.25   0.875 0.886719 0.897491 
0.375    0.846924 0.862087 
0.50  0.75 0.796875 0.817429 0.836402 
0.75   0.759766 0.786802 0.811868 
1.00 0.5 0.6875 0.758545 0.790158 0.819592 



 

1.50  0.765625 0.846386 0.882855 0.917100 
2.00 0.75 0.949219 1.030827 1.068222 1.103638 
2.50  1.211914 1.289227 1.325176 1.359514 
3.00 1.375 1.533936 1.604252 1.637429 1.669390 

والشـــــكل التـــــالي يقـــــارن منحنيـــــات حـــــل المســـــألة بطريقـــــة أويلـــــر فـــــي الحـــــالات 

4
1

2
1 ,,1h   مع منحنى الحل المضبوط  t2e3ty 2

t


. 

 

  ٣-٢شكل 
  :٤-٢مثال 

الناتجـة عـن تطبيـق طريقـة   FGEقـارن بـين قـيم الخطـأ الشـامل النهـائي   
  لمذكورة في المثال السابق :ا (23)أويلر لحل مسألة القيمة الابتدائية 

    10y,3,0t;y
2

yt  
 

  : hباستخدام القيم التالية لحجم الخطوة 

64
1

4
1

2
1 ,...,,,1h   

  الحل :
FGE  E(y(b) , h) = |y(b) – yM| = O(h)  Ch 
FGE  E(y(3) , h) = |y(3) – yM| 

مثلا عندما  
4
1h  :  

FGE  E(y(3) , 0.25) = |y(3) – y12|  
  = |1.669390 – 1.604252| = 0.065138 

والجــدول التــالي يعطــي قــيم الخطــأ الشــامل النهــائي المقابلــة لقــيم حجــم الخطــوة 
  المعطاة

حجم 
 الخطوة

 الحل التقريبي عدد الخطوات
الخطأ الشامل 

  النهائي

Step 
size, h 

Number 
of steps, M 

Approximation 
to y(3), yM 

F.G.E 
Error at t=3 
y(3) – yM 

O(h)Ch 
where 

C=0.256 
1 3 1.375 0.294390 0.256 



 

2
1  6 1.533936 0.135454 0.128 

4
1  12 1.604252 0.065138 0.064 

8
1  24 1.637429 0.031961 0.032 

16
1  48 1.653557 0.015833 0.016 

32
1  96 1.661510 0.007880 0.008 

64
1  192 1.665459 0.003931 0.004 

يقـل  y(3)ومن الجدول يتبين لنا أن الخطأ في القيمة التقريبية المحسـوبة لقيمـة 
تقريبــا إلــى نصــف قيمتــه عنــدما يقــل حجــم الخطــوة إلــى نصــف قيمتــه. وبالنســبة 

الصــغيرة يســهل أن نــرى النتيجــة التــي تعطيهــا النظريــة   hلقــيم حجــم الخطــوة 
  السابقة (نظرية دقة طريقة أويلر) ، وهي 

E(y(3) , h) = y(3) – yM = O(h)  Ch 

  حيث 
C = 0.256 . 

 

  الأخطاء وانتشارها في طريقة أويلر
(Errors and their Propagation in Euler’s Method) 

ذكرنــا ســابقا أن المصــدرين الأساســيين للخطــأ فــي أي طريقــة مــن طــرق   
طـاع المتغيرات المتقطعة لإيجاد حل تقريبي لمسألة قيمة ابتدائية هما خطـأ الاقت

وخطــأ التقريــب. وفــي الجــزء المتبقــي مــن هــذا الفصــل ننــاقش بــبعض التفصــيل 
الأخطـــاء الناتجـــة مـــن تطبيـــق طريقـــة أويلـــر وانتشـــار هـــذه الأخطـــاء أو تراكمهـــا 

(accumulation)  عنــــد الانتقــــال مــــن خطــــوة إلــــى أخــــرى أثنــــاء تطبيــــق هــــذه
  الطريقة.
 إذا فرضنا أن :  

  



 

:  y(tk)  الحل المضبوط(exact solution) النقطة  عندtk.  
:  yk  الحل التقريبـي النـاتج مـن الطريقـة العدديـة [القيمـة المضـبوطة التـي

خوارزميـــة  –كنـــا سنحصـــل عليهـــا مـــن تطبيـــق الخوارزميـــة العدديـــة 
  ].(rounding errors)بدون أخطاء تقريب  –أويلر 

:  ky (أي مع  (actually calculated value)القيمة المحسوبة فعلا  
  التقريب).وجود خطأ 

 

  فإن :
 ek = y(tk) – yk  :(total truncation error)خطأ الاقتطاع الكلي 

kkk  :(rounding error)خطأ التقريب  yye   

  :(total error)الخطأ الكلي   kkk ytyr   

kk ee   
 local truncation)اع المحلي خطأ الاقتط

error) te : 

Ek+1-ek

  
  

tk                      tk+1      
  

 y(tk+1) y(tk

)
الحل المضبوط      

ek+1       ek 
  خطأ الاقتطاع

  الكلي
  

 yk+1 yk (قبل التقريب) الحل العددي   rk   الخطأ الكلي
        ke خطأ التقريب    
 1ky   ky  الحل العددي بعد التقريب      

 
 
    kkkk

kkk

yyyty

ytyr




 



 

 
 

kk

kkkk

kkk

ee

yyyty

ytyr







 

| total error |  | total truncation error | + | rounding error | 

 أي أن      | الخطأ الكلي |  | خطأ الاقتطاع الكلي | + | خطأ التقريب |
  ملاحظة :

 الصـــغيرة فـــإن خطـــأ الاقتطـــاع المحلـــي  hبالنســـبة لقـــيم حجـــم الخطـــوة   
)te ( النــاتج عــن اســتخدام صــيغة متسلســلة تــايلور المقتطعــة(truncated 

Taylor series)  يســـاوي تقريبـــا قيمـــة أول حـــد تـــالي(next term)  فـــي
  المتسلسلة ، فمثلا:

)i(  والذي يعد قانون تايلور حيث) في قانون أويلرn = 1: (  
yk+1  yk + h . f(tk , yk) 

  فإن خطأ الاقتطاع المحلي يساوي

2

22

dt

yd
!2

h .te   

i.e.,  te   h2 
i.e.,  te  = O(h2)       (24) 

مــن المــرات ،   Mتكــرر عــدد  فــإن طريقــة أويلــر tMإلــى  toوللتقــدم مــن 
وحيث أن 

h
1M  : لذلك فإنه ،  

خطـــوة يكـــون   Mالصـــغيرة فـــإن خطـــأ الاقتطـــاع الكلـــي عبـــر   hلقـــيم 
h.hمتناسبا مع 

h
12   

  أي أن خطأ الاقتطاع الكلي :
total truncation error = O(h)     (25) 

  يا كاملا لهذه النتيجة.وبعد قليل سنعطى برهانا رياض
)ii(  عموما إذا احتفظنا بجميع الحدود حتى الحد الذي يحتوي علـىhM  فـي

  متسلسلة تايلور ، فإن :



 

  ,Q.eete
!1M

h
k1k

1M




  

  حيث
     1kk

max

M tt,y,fQ   
 

  تراكم / انتشار أخطاء الاقتطاع المحلية في طريقة أويلر
Accumulation/Propagation of  .t.errors in Euler’s 
Method 

  
  )lemmaمأخوذة (

  ) :inequalityحل المتباينة (    


 











kعلىيعتمدلا,BAمنوكل

,0B,1A,0A

,0k...Be.Ae k1k

    (26) 

  هو :
0k;B.e.Ae

1A
1A

0
k

k
k










     (27) 

  ) :math. induction(بالاستنتاج الرياضي    البرهان
 k=0 ) [بوضـع26تتطـابق مـع العلاقـة ( (27)فإن العلاقـة  k=1عندما   

  )] 26في العلاقة (
، ونحـــــاول  kلقيمـــــة عامـــــة  (true)) صـــــحيحة 27والآن نفـــــرض أن العلاقـــــة (

  : k+1إثبات أنها ستكون صحيحة أيضا عند 
  

BB.e.AA

26byBeAe

1A
1A

0
k

k1k

k




















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B.e.A

1BeA

1A
1A

0
1k

1A
AA

0
1k

1k

1k



















 

 

  � ، وهو المطلوب إثباته. k+1) صحيحة أيضا عند 27أي أن العلاقة (
  : IVPألة القيمة الابتدائية والآن نفرض أن لدينا مس  

    00dt
dy

yty;y,tfy   

ونفــــــرض أن كــــــلا مــــــن الــــــدوال  
y
f

t
f ,,f





 ) دالــــــة متصــــــلةcontinuous (

  في المنطقة : (bounded)ومحدودة 
t  [a,b] ,  y  (- , ) ,   a < t0 < tn < b. 

 

  بحيث أن :  Q , Lثابتان  فيجب أن يتواجد 
       

     
y
,tf

yy

y,tfy,tf

y
y,tf

t
y,tf

*

*

&

Qy,tf.ty


















 

 

(by diff. mean value theorem بنظرية القيمة المتوسطة في التفاضل) 
i.e.,       yy.Lyy.y,tfy,tf **

y
,tf*  
  

  حيث
  (y , y*) 

  : ٢-٢نظرية 
  : IVPنفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية   

     00dt
dy

yty;ty,tfy   

  تحقق الشرطين :  fإذا كانت الدالة 



 

(i)       Qtyy,tf
dt

y,tdf   

(ii)   L
t
y,tf 

  

[  | f(t , y*) – f(t , y) |  L | y* - y | 

  [ وهذا يسمى شرط ليبشتز ]  
النـــاتج عـــن تطبيـــق طريقـــة أويلـــر لحـــل المســـألة  ekفـــإن خطـــأ الاقتطـــاع 
  عدديا يحقق المتباينة

  
  









1e

1hL1e

khL
L2

Qh

k
L2

Qh
k

      (28) 

  يمثل حجم الخطوة.  hحيث 
  : (Corollary)نتيجة 

dL
L2

Qh
M e.e        (29) 

0M       حيث ttd   
  : ٢-٢برهان نظرية 

 
  0  y-tye

y-tye

ooo

kkk




 

    
 kkk1k

kk1k 1k

k1kk

y,thfyy

y-ty-y - ty

 e-ee










 

         
.tt

,y,fty , thf ty  ty

1kk

!2
h

kkk1k
2








 

         .y,fy,tfty,tfhe
2

h
kkkkk

2
  

  .QytyhLe
2

h
kkk

2
  

i.e.,  2
2
Q

kkk hehLee   
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  ولكن

 
0k;Be.A

;he.hL1

eee

eeee

k

2
2
Q

k

kk1k

kk1k1k













 

          حيث 
2

Qh2
B,hL1A   

  ) :e0 = 0وبتطبيق المأخوذة السابقة نستنتج أن (لاحظ أن 
 
 

  1hL1

h.e

k
L2

Qh

2
2
Q

1hL1
1hL1

k

k







 

  hL < ehL + 1          ولكن
  )ehL(بمفكوك تايلور للدالة  

 1ee khL
L2

Qh
k   

 وهذا هو المطلوب إثباته.

  
  : ٢-٢برهان نتيجة نظرية 

 1ee khL
L2

Qh
k   

 
dttMh

1ee

0M

MhL
L2

Qh
M




 

  .e1ee dL
L2

QhdL
L2

Qh
M   

  ملاحظة : 
  إلى الصفر لأن :   hيؤول إلى الصفر عندما تؤول  Meالخطأ   

0elimelim
dL

L2
Qh

0h
M

0h



 



 

  .  h  0عندما  M  وهذا صحيح رغم أن 
  تعريف :

ــــــال لإجــــــراء عــــــددي  ــــــارب إ (numerical procedure)يق ــــــه متق ن
(convergent)  إذا كان  

Mk0,0elim k
0h




     (30) 

  .hوبالتالي فإن طريقة أويلر متقاربة ، وذات خطأ اقتطاع كلي من الرتبة 
  ملاحظة :

  :  h2من الرتبة  te في طريقة أويلر يكون خطأ الاقتطاع المحلي  
    

 .hOte

t,t;y,fee

2

1kk2
h

k1k
2



 



 

  hما خطأ الاقتطاع الكلي يكون من الرتبة بين
total truncation error  =  O ( h ) . 

  
  :٥-٢مثال 

  : IVPنفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية   
    00dx

dy
yxy;yxy,xf      (31) 

  حيث الحل المضبوط هو:
     1xeyx1exy x

00
x0       (32) 

باسـتخدام  [0.3 , 0]لـر فـي الفتـرة ونفـرض أننـا سـنقوم بحـل المسـألة بطريقـة أوي
لحساب قـيم  ٢-٢. طبق نظرية  x0 = 0 , y0 1، وأن  h = 0.1حجم الخطوة 
  .xkلخطأ الاقتطاع عند النقاط  (upper bound)الحد الأعلى 

  الحل :
نحصل على صيغة الحـل  (32)في العلاقة  x0 = 0 , y0 = 0بتعويض 

  المضبوط :



 

y(x) = ex – x – 1             (32) 
ولحساب قيم الحد الأعلى لخطـأ الاقتطـاع عنـد النقـاط المختلفـة يمكننـا اسـتخدام 

  وهما: ٢-٢إحدى المتباينتين المذكورتين في نظرية 
)i(   1hL1e k

L2
Qh

k   
)ii(  1ee khL

L2
Qh

k   
  ).iوفيما يلي سنستخدم العلاقة (

:  Q يمكن أن تؤخذ على أنها الحد الأعلـى لقيمـة  yx,f   علـى الفتـرة
   kk0 x,0x,x  

:  L  يمكن أن تؤخذ على أنها الحد الأعلى لقيمة 
y

y,xf


 .  

i.e.,     maxy,xfQ   ,  
 

maxy
y,xf

L


  

f(x,y)  =  x + y   

   yx.11.y,xf
dx
dy

y
f

x
f 





  

   {                = 1 + x + y = ex(32){انظر العلاقة 

11L1

eeQ

maxy
f

x

max

x k








 

  ) نحصل على :iوبالتعويض في المتباينة (

  11.01e k
2
e1.0

k
kx

  

  ومن هذه الصيغة نحصل على القيم التالية للحد الأعلى لخطأ الاقتطاع :
k 0 1 2 3 
xk 0.0 0.1 0.2 0.3 

maxke  0.0 0.0055 0.0128 0.0222 

  
*    *    *  



 

وفي نهاية هذا الفصل يمكننا تلخيص خطوات طريقة أويلر لإيجاد الحل 
  التقريبي لمسألة القيمة الابتدائية :

      0yay,b,at;y,tfy   

  باستخدام العلاقة 
  1M,...,2,1,0k;y,tf.hyy kkk1k   

  في الخوارزمية التالية : 
  Euler’s Method Algorithm    خوارزمية طريقة أويلر 

  
 INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
 INPUT  M {Number of steps} 
 H := [B - A]/M {Compute the step size} 
 T(0) := A {initialize the veriable} 
   
FOR K=0  TO  M-1  DO  
 Y(K+1) := Y(K) + H*F(T(K),Y(K)) {Euler solution yk+1} 
 T(K+1) := A + H*[K+1] {Compute the mesh point tk+1} 
   
FOR K=0  TO  M  DO {Output} 
 PRINT  T(K), Y(K)  
 



 

 

  ٢تمرينات رقم 
  

  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية: )١-٢
y = x – 0.1 y2 ;  y(0) = 1 

عنـد   yلإيجـاد قيمـة  h = 0.1استخدم طريقة أويلر متخذا حجم الخطـوة 
x = 0.3.  

  طبق طريقة أويلر على مسألة القيمة الابتدائية : )٢-٢
y = x2  - y2  ;  y(-1) = 1 

  .h = 0.5خذا حجم الخطوة ، مت x = 1عند  yلإيجاد قيمة 
  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية : )٣-٢

3
1

yxy    ; y(1) = 1 

باســتخدام طريقــة أويلــر وبأخــذ حجــم   x = 1.2عنــد  yاحســب قيمــة 
. ثــم احســب قيمــة خطــأ الاقتطــاع فــي النتيجــة التــي  h = 0.1الخطــوة 

  حصلت عليها.
  الابتدائية نفرض أننا عند حل مسألة القيمة )٤-٢

    00 yxy;y,xfy   

بطريقــة أويلــر حصـلنا علــى النتــائج التاليــة  x  [xo , xM]فـي الفتــرة 
  : hباستخدام قيمتين مختلفتين لحجم الخطوة  xMعند   yلقيمة 

h 0.05 0.1 
y 1.22726 1.22595 

باســـتخدام  x = xMعنـــد  yاحســـب قيمـــة أفضـــل (أي تقريبـــا أدق) لــــ  
ــل مــن ؤ (طريقــة ريتشاردســون للاقتــراب الم extrapolationالاســتيفاء  جَّ

  Richardson deferred approach to the limit١)النهاية 
  ].h[إرشاد : الخطأ يتناسب طرديا مع قيمة حجم الخطوة 

                                                 
 من كتاب التحليل العددي للمؤلف ، دار القلم ، الكويت. ٣٥٣انظر مثلا صفحة  ١



 

 

yنفرض أن لدينا المعادلة التفاضلية  )٥-٢
dx
dy    مع الشرط الابتدائي

y(0) = 1 .  
باستخدام طريقة   x = 0.4ادلة عدديا إلى القيمة كامِل هذه المع )أ 

  وبأخذ حجم الخطوة : ، أويلر
(i)  h = 0.2 (ii)  h = 0.1 

باستخدام الاستيفاء (استيفاء  x = 0.4عند   yأوجد قيمة  )ب 
ريتشاردسون). (لاحظ أن الخطأ يتناسب طرديا مع حجم 

  الخطوة). قارن النتيجة التي حصلت عليها مع الحل المضبوط.
) iiكــم النســبة بــين الخطــأ فــي النتيجــة التــي حصــلت عليهــا فــي (

أ)] والخطـأ فـي النتيجـة التـي حصـلت عليهـا هنـا (سابقا [في الجزء 
  في ب).

كم عدد الخطوات التي نحتاج إليها تقريبا لنحصل بدون استيفاء  )ج 
/ النتيجة نفسها التي حصلنا عليها في  (accuracy)على الدقة 

  ب) ؟
  مسألة القيمة الابتدائية :نفرض أن لدينا  )٦-٢

y = -xy2  , y(0) = 2 

باسـتخدام حجـم  x = 1طبق طريقة أويلر لحسـاب قـيم الحـل حتـى  )أ 
  .h = 0.1الخطوة 

طريقة عددية ؟ وضـح هـذا  (convergence)ماذا يُقصد بتقارب  )ب 
 xعنـد   yالمفهوم بالنسبة لطريقة أويلر عـن طريـق حسـاب قيمـة 

(مـــــثلا :   hالخطـــــوة  باســـــتخدام قـــــيم مختلفـــــة لحجـــــم 1 =
0.25,0.2,0.1h ) .ثم مقارنة النتائج مع الحل المضبوط  

اسـتخدم طريقـة أويلـر  ١١-٢إلـى  ٧-٢في كـل مـن المسـائل التاليـة مـن 
لإيجاد الحلول التقريبية لمسائل القيمة الابتدائية المعطاة باتباع الخطوات التالية 

:  



 

 

M21احسب قيم  )أ  y,...,y,y ل من الحالات الثلاث لك  
(i) h = 0.2 , M = 1 (ii) h = 0.1 , M = 0.2 (iii) h = 0.05 , M= 4 

مــع الحلــول التقريبيــة الثلاثــة التــي  y(0.2)قــارن الحــل المضــبوط  )ب 
هل لاحظت أن قيم الخطأ الشامل النهـائي  .حصلت عليها في (أ)

ة فــي القــيم التــي حصــلت عليهــا فــي (أ) تتفــق مــع النتيجــة المتوقعــ
  إلى نصف قيمتها ؟  hعندما تقل قيمة حجم الخطوة 

 [a , b]اســتخدم حاســوبا لإجــراء الحســابات علــى الفتــرة الأكبــر  )ج 
  المعطاة.

  : IVPأوجد حل المسالة   أ) )٧-٢
y = t2 – y , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1 

قارن مع الحل المضبوط :  )ب   2t2tety 2t  
   

  ي الفترةأعد حل المسألة المعطاة في أ) ف )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )٨-٢
y = 3y + 3t ; t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
 

3
1t3

3
4 tety   

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )٩-٢
y = -ty , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

t2/2  قارن مع الحل المضبوط :   ب)  
ey   

  أعد حل المسألة في الفترة   ج)
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )١٠-٢
   

10
1t2 0y,2.0,0t;y2ey    



 

 

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
  t2t2

10
1 e.tety    

  الفترة : أعد حل المسألة في )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة   أ) )١١-٢
y = 2ty2 ;  t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط  )ب 
y(t) = 1/(1 – t2) . 

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.1 , 0.05 , 0.025. 

رغــم أن  y(1)يجــاد قيمــة تقريبيــة لـــ لاحــظ أن طريقــة أويلــر ســتؤدي إلــى إ
  . t  = 1منحنى الحل غير معرَّف عند 

  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )١٢-٢
y = 0.12 y ; t  [0 , 5] ,  y(0) = 1000. 

متخذا قيم  y(5)لإيجاد تقريب أويلر لقيمة  (13)استخدم العلاقة  ) أ
  حجم الخطوة :

360
1

12
1 ,,1h   

إلى  hفي الجزء (أ) عندما تؤول  (limit)ة النهائية ما هي القيم ) ب
 ؟الصفر

تناسب مع ينوعية من الكائنات بمعدل  (population)ينمو تعداد  )١٣-٢
  : IVPالتعداد الحالي ، ويتبع مسألة القيمة الابتدائية 

y = 0.02 y ;  t  [0 , 5] ,  y(0) = 5000. 

بطريقـــة   y(5)لإيجـــاد قيمـــة تقريبيـــة لقيمـــة  (13)طبـــق الصـــيغة  ) أ(
أويلر وباستخدام حجم الخطوة 

360
1

12
1 ,,1h    

إلـى  hفـي الجـزء (أ) عنـدما تـؤول  (limit)ما هي القيمة النهائيـة  ) ب(
  الصفر؟



 

 

لإحدى الدول المعادلة التفاضلية  P(t)يتبع منحنى تعداد السكان  )١٤-٢
  للمنحنى :

P = a P – b P2 

 t = 40.0(فمـثلا  1900ترمـز إلـى عـدد السـنوات بعـد عـام  tنفرض أن 
، وأن  h = 10) ، ونفــرض أن حجــم الخطــوة 1940تشــير إلــى عــام 

للتعداد  (model)تنتجان نموذجا  a = 0.02 , b = 0.00004القيمتين 
بــا   P(t)الســكاني. أوجــد تقريبــات أويلــر لقــيم  ، وامــلأ الجــدول التــالي مقرِّ

  .(nearest tenth)لأقرب كسر عشري  Pkأي قيمة 

Year tk 

P(tk) 

 القيمة الحقيقية
Actual 

Pk 

 القيمة التقريبية
Euler approximation 

1900 0.0 76.1 76.1 
1910 10.0 92.4 89.0 
1920 20.0 106.5 ------ 
1930 30.0 123.1 ------ 
1940 40.0 132.6 138.2 
1950 50.0 152.3 ------ 
1960 60.0 180.7 ------ 
1970 70.0 204.9 202.8 
1980 80.0 226.5 ------ 

  :IVPاثبت أنه عند تطبيق طريقة أويلر لحل مسألة القيمة الابتدائية  )١٥-٢
y = f(t) ,  t  [a , b]  , y(a) = y0 = 0 

  فإننا نحصل على النتيجة :  

   




1

0

M

k
k h.tfby  

الــذي يعطــى تقريبــا  (Riemann sum)والتــي هــي مجمــوع " ريمــان " 
  .[a , b]على الفترة  f(t)للتكامل المحدود للدالة 



 

 

من الطائرة وحتى  (skydiver)نفرض أنه عند قفز أحد الأشخاص  )١٦-٢

2فإن مقاومة الهواء تتناسب مع  (parachute)لحظة فتح المظلة 
3

v 

. ونفرض أن الفترة الزمنية tهي السرعة عند اللحظة   v(t)، حيث  
للحركة في الاتجاه لأسفل ، وأن المعادلة التفاضلية  [6 , 0]هي 

(downward direction) :هي  

    00v,6,0t;v032.032v 2
3

  

  لإيجاد حل المسألة.  h = 0.1استخدم طريقة أويلر بحجم خطوة 
شخص ،  Lيتكون من  (community)نفرض أن مجتمعا سكانيا  )١٧-٢

شخص غير  Q، و (infected)شخص مصابون بعدوى  Pبينهم 
تشير إلى عدد  y(t)ض أن . ونفر  (uninfected)مصابين 

. بالنسبة للأمراض  tالأشخاص المصابين بالعدوى عند الزمن 
كالإصابة بالبرد مثلا فإن  (mild illness)المتوسطة / الخفيفة 

الأشخاص المصابين يستمرون في نشاطهم وممارسة أعمالهم 
منهم إلى الأصحاء ، ونظرا  (epidemic)وبالتالي تنتشر العدوى 

 possible)من الاتصالات / الاحتكاكات المحتملة  PQلوجود عدد 

contacts)  بين هاتين المجموعتين (مجموعة المرضى ومجموعة
. وبالتالي فيمكن  PQيتناسب مع  y(t)الأصحاء) ، فإن معدل تغير 

  : IVPصياغة المسألة كمسألة قيمة ابتدائية 
y = ky (L – y) ; y(0) = y0 

  استخدم القيم التالية :  
L = 25,000 , k = 0.00003 , h = 0.2 , y(0) = 250, 

  .[12 ,  0]لإيجاد الحل التقريبي بطريقة أويلر على الفترة 

اثبت أن طريقة أويلر تفشل لإيجاد تقريب للحل  )١٨-٢  2
3

tty   لمسألة
  : IVPالقيمة الابتدائية 
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    .00y;y5.1y,tfy 3
1

  

  التي تواجه الحل بهذه الطريقة.علِّل إجابتك موضحا الصعوبات   
  هل يمكن تطبيق طريقة أويلر لحل مسألة القيمة الابتدائية التالية؟ )١٩-٢

y = 1 + y2 ; t  [0 , 3] ,  y(0) = 0 
  y(t) = tan tإرشاد :  الحل المضبوط هو : 



٤٧ 

  الفصل الثالث
  

  طريقة هُويِن " أو طريقة أُويْلَرْ المحسَّنة "
Heun’s Method (or Improved Euler’s Method) 

  
تقــدم هــذه الطريقــة فكــرة جديــدة لإنشــاء الخوارزميــة المطلوبــة لحــل مســألة   

  القيمة الابتدائية:
         00 yty,b,at;ty,tft'y     (1) 

ع اسـتخدام النظريـة الأساسـية فـي نسـتطي (t1 , y1)فللحصـول علـى نقطـة الحـل 
  لنحصل على : [to , t1]على الفترة  y(t)حساب التفاضل ، ونكامل 

        01

t

t

t

t
tytydtt'ydtty,tf

1
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1

0

       (2) 

  .y(t)هو الدالة المطلوبة  y(t)حيث تكامل 
  فإننا نحصل على النتيجة : y(t1)لإيجاد  (2)وعندما نقوم بحل المعادلة 

      
1

0

t

t
01 dtty,tftyty      (3) 

والآن يمكننـــا تطبيـــق إحـــدى طـــرق التكامـــل العـــددي لإيجـــاد قيمـــة تقريبيـــة   
. فــإذا طبقنــا قاعــدة شــبه المنحــرف  (3)للتكامــل المحــدود الموجــود فــي العلاقــة 

  فإننا نحصل على النتيجة :  h = t1 – toبحجم خطوة 
          11002

h
01 ty,tfty,tftyty     (4) 

ي علــى القيمــة المطلــوب تعيينهــا يحتــو  4لاحــظ أن الطــرف الأيمــن فــي العلاقــة 
y(t1)  ولذا فيلزمنا تقدير قيمة لـ ،y(t1)  ويكفي هنا أن نسـتخدم طريقـة أويلـر .

لعمل هذا التقدير ، فإذا قمنا بتقدير هذه القيمة باستخدام التقريـب بطريقـة أويلـر 



٤٨ 

فإننـا نحصـل علـى النتيجـة التاليـة التـي  (4)وعوضنا هذا التقـدير فـي العلاقـة  ،
  : (t1 , y1)خدم لإيجاد تست

       0001002
h

01 y,thfy,tfy,tftyy    (5) 

 قانون / طريقة هُوين أو طريقة أويلر المحسَّنة.وتسمى هذه العلاقة 

وتكرر هذه العمليـة لتعطينـا متتاليـة مـن النقـاط التـي تعتبـر تقريبـا لمنحنـى الحـل 
y = y(t)  وفــي كــل خطــوة مــن خطــوات هــذه الطريقــة العدديــة نســتخدم أولا .

تصــحيح كثــم قاعــدة شــبه المنحــرف  (prediction)ريــب أويلــر كتقــدير أولــى تق
(correction) .لنحصل بذلك على القيمة النهائية المطلوبة ،  

فــي طريقــة  (general step)وبــذلك يمكننــا أن نلخــص الخطــوة العامــة   
  هوين / أويلر المعدلة فيما يلي :

 
     











.p,tfy,tfyy

,htt,y,tf.hyp

1k1kkk2
h

k1k

k1kkkk1k
   (6) 

) المعنى الهندسي لكيفية الحصول ١-٣تالي (شكل ويوضح الشكل ال  
على القيمة النهائية في طريقة هوين، وذلك عن طريق خطوتين: الأولى تقدير 

   أولي (عن طريق الاشتقاق/التفاضل) والثانية تصحيح (عن طريق التكامل).

                                        
  

 (a) Derivative predictor (b) Integral corrector
p1 = yo+hf(to,yo)  1o2

h
o1 ffyy   

 تصحيح تكاملي تقدير أولي تفاضلي
  ١-٣شكل 

عنـد النقطــة  y = y(t)حيـث نرسـم أولا الخـط المسـتقيم الممـاس لمنحنــى الحـل 
(t0 , y0)   وعـــن طريقـــه نصـــل إلـــى نقطـــة التقـــدير الأولـــي ،(t1 , p1) 

predicted pointإلـى المنحنـى  . والآن ننظـرz = f(t, y(t))  ونأخـذ فـي ،
  الاعتبار النقطتين :

(t0 , f0)  ,  (t1 , f1) 
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  حيث :
f0 = f(t0 , y0)  ,  f1 = (t1 , p1) 

هــي القيمــة  (t0 , f0)  ,  (t1 , f1)فتكون مساحة شبه المنحرف ذي الرأسين 
ناها ، والتـــــي اســـــتخدم (3)التقريبيـــــة للتكامـــــل المحـــــدود الموجـــــود فـــــي العلاقـــــة 
  .(5)للحصول على القيمة النهائية المطلوبة في المعادلة 

  
  (Step Size versus Error)العلاقة بين حجم الخطوة والخطأ  

المصـــاحب لتطبيـــق قاعـــدة شـــبه المنحـــرف  (error term)حـــد الخطـــأ   
  هو : (3)لتقريب التكامل الموجود في العلاقة 

12
h

k
3

.)c(''y        (7) 

هـو الخطـأ الوحيـد فـي كـل  – (7)والمعطـى فـي التعبيـر  –هـذا الخطـأ فإن كان 
 accumulated)مـن الخطـوات يكـون الخطـأ المتـراكم  Mخطـوة ، فبعـد عـدد 

error) : عند تطبيق طريقة هوين هو  

  


M

1k

22
12

ab
12
h

k hOh).c(''y..)c(''y
3

   (8) 

النظريــة التاليــة عــن دقــة طريقــة هــوين تعطــي العلاقــة بــين الخطــأ الشــامل   
، وتعطينـــا كـــذلك فكـــرة عـــن مـــدى الجهـــد   hوحجـــم الخطـــوة   FGE  النهـــائي

  المطلوب بذله في إجراء الحسابات للحصول على تقريبات دقيقة بطريقة هوين.
  (Precision of Heun's Method)(دقة طريقة هوين)  ١-٣نظرية 
  ).1حل مسألة القيمة الابتدائية ( يه  y(t)نفرض أن   

إذا كانت    b,tCty 0
3  

  وكانت  M,...,2,1,0k;y,t kk   
  هي متتابعة التقريبات الناتجة من تطبيق طريقة هوين ، فإن 

   
      










3

kkk1k1k

2
kkk

hOy,thytye

,hOytye
 (9) 
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  حيث 
       kkk1kkk2

h
kkk y,thfy,tfy,tfyy,t    

عنـــد نهايـــة الفتـــرة ســـيحقق  FGEوبصـــورة خاصـــة فـــإن الخطـــأ الشـــامل النهـــائي 
  العلاقة :

      2
M hOybyh,byE        (10) 

والمثــــالان التاليــــان يوضــــحان هــــذه النظريــــة. ونلاحــــظ أنــــه عنــــد حســــاب   
  التقريبات بهذه الطريقة وبحجمي خطوة

2
h,h  أي أن حجم إحدى الخطوتين)

  ضعف حجم الأخرى) فيجب أن نحصل على :
E(y(b) , h)    Ch2        (11) 

     h,byEC,byE
4
1

4
h

2
h 2

      (12) 

ــ ــا بمعنــى أن ه إذا خفــض حجــم الخطــوة فــي طريقــة هــوين إلــى نصــف قيمتــه فإنن
إلـى ربـع قيمتـه ،  (overall FGE)نتوقع أن يقل الخطأ الشامل النهائي الكلي 

  وهذه هي الفكرة الأساسية في النظرية السابقة.
  :  ١-٣مثال 

  IVPاستخدم طريقة هوين لحل مسألة القيمة الابتدائية   
    10y,3,0t;'y

2
yt    

  متخذا حجم الخطوة
.,,,1h

8
1

4
1

2
1  

  .hقارن بين الحلول في هذه الحالات المختلفة لحجم الخطوة 
  الحل:
أي الحصـول علـى  -  yنستطيع الحصول على التقريبات المطلوبة لقيم   

، فمثلا : عندما  (6)باستخدام العلاقات  –حل المسألة بطريقة هوين 
4
1h   

 
2

yty,tf'y   

     t0 = 0 , y0 = 1 
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    ,p,tfy,tfyy 1k1kkk2
h

k1k    

    11002
h

01 p,tfy,tfyy   
    5.01,0fy,tf

2
10

00    

 kkk1k y,thfyp   
  875.0)5.0(25.01y,thfyp 0001   

  3125.0)875.0,25.0(fp,tf
2

875.025.0
11    

  8984375.03125.05.01y
2
25.0

1   

نفسـها ، حتـى نصـل  ويمكن الاستمرار في إجراء باقي الحسابات بالكيفية  
. وكـذلك يمكننـا حسـاب جميـع قـيم t = 3عنـدما   yوهـي قيمـة  y12إلى حسـاب 

y  الأخرى لقيمh  والجدول التالي يعطي ويقارن بين الحلـول  .المختلفة المعطاة
المختلفة ، وذلك عنـد   hالمقابلة لقيم حجم الخطوة  –بطريقة هوين  –المختلفة 

عنــد هــذه النقــاط ،  (exact)الحــل المضــبوط  عــدة نقــاط مختــارة مــع إعطــاء قــيم
  حيث الحل المضبوط هو :

  t2e3ty 2
t




 
 
 

 
 
 
 
 

tk 
yk y(tk) 

Exact h=1 2
1h   

4
1h   

8
1h   

0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 
0.125    0.943359 0.943239 
0.25   0.898438 0.897717 0.897491 
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0.375    0.862406 0.862087 
0.50  0.84375 0.838074 0.836801 0.836402 
0.75   0.814081 0.812395 0.811868 
1.00 0.875 0.831055 0.822196 0.820213 0.819592 
1.50  0.930511 0.920143 0.917825 0.917100 
2.00 1.171875 1.117587 1.106800 1.104392 1.103638 
2.50  1.373115 1.362593 1.360248 1.359514 
3.00 1.732422 1.682121 1.672269 1.670076 1.669390 

  
 y = y(t)) يعطــي منحنيــات : الحــل المضــبوط ٢-٣والشــكل التــالي (شــكل 

والحــل بطريقــة هــوين للقيمتــين 
2
1h  h = 1 ,   للمقارنــة بينهــا ، وذلــك فــي

  .[0,2]الفترة 
 
 ٢-٣شكل 

  : ٢-٣مثال 
عنــدما نطبــق طريقــة هــوين  FGEقــارن بــين قــيم الخطــأ الشــامل النهــائي   

  لحل المسألة 
    10y,3,0t;'y

2
yt  

 

  متخذين القيم التالية لحجم الخطوة : 

64
1

4
1

2
1 ,...,,,1h   

  الحل :
ـــين حجـــم الخطـــوة     والخطـــأ الشـــامل  hالجـــدول التـــالي يوضـــح العلاقـــة ب

 t = 3، حيــث يعطــي الجــدول قــيم هــذا الخطــأ عنــد النقطــة   FGEالنهــائي 
الـــذي  yM يل العـــددوالحـــ  y(3)(والخطـــأ هـــو الفـــارق بـــين الحـــل المضـــبوط 

  .المختلفة  hنحصل عليه عند تطبيق طريقة هوين) وذلك لقيم 
  



٥٣ 

  حجم الخطوة
Step 

size, h 

  عدد الخطوات
Number of 
steps, M 

  y(3)تقريب 
Approximation 

to y(3), yM 

  t=3الخطأ عند 
Error at t=3, 

y(3) - yM 

O(h2)=Ch2 

  حيث
C=-0.0432 

1 3 1.732422 -0.063032 -0.043200 

2
1  6 1.682121 -0.012731 -0.010800 

4
1  12 1.672269 -0.002879 -0.002700 

8
1  24 1.670076 -0.000686 -0.000675 

16
1  48 1.669558 -0.000168 -0.000169 

32
1  96 1.669432 -0.000042 -0.000042 

64
1  192 1.669401 -0.000011 -0.000011 

 

المحسـوب بطريقـة هـوين  y(3)ومن هذا الجدول يتبين لنا أن الخطأ في تقريب 
  ينخفض تقريبا إلى ربع قيمته عندما يقل حجم الخطوة إلى نصف قيمته.

       22
M ChhOy3yh,3yE   

  حيث
C = -0.0432 

*  *  * 
 

فــي ختــام هــذا الفصــل نلخــص فيمــا يلــي خطــوات طريقــة هــوين (طريقــة   
  يجاد الحل التقريبي لمسألة القيمة الابتدائية :أويلر المحسَّنة) لإ

      0yay,b,at;y,tf'y   

  باستخدام العلاقة
     

.1M,...,2,1,0k

;y,thfy,tfy,tfyy kkk1kkk2
h

k1k



   

  خوارزمية طريقة هوين (طريقة أويلر المحسَّنة)
Heun’s method (Improved Euler’s method) Algorithm 
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INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
INPUT M {Number of steps} 
H := [B – A] / M {Compute the step size} 
T(0) := A {Initialize the variable} 

FOR   J = 0   TO   M-1   DO  
K1 := F(T(J),Y(J)) {Function value at tj} 
P := Y(J) + H*K {Euler predictor for yj+1} 
T(J+1) := A + H*[J+1] {Compute the mesh point tj+1} 
K2 := F(T(J+1),P) {Function value at tj+1} 
Y(J+1):=Y(J) + H*[K1+K2]/2 {Trapezoidal corrector} 

  
FOR   J = 0   TO   M   DO {Output} 

PRINT   T(J) , Y(J)  
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  ٣تمرينات رقم 
  

  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )١-٣
y = - x y2  ;  y(0) = 2 

  x = 0.2عند  yأوجد قيمة 
من طريقـة هـوين حيـث حجـم  (one step)باستخدام خطوة واحدة  ) أ

  .h = 0.2الخطوة 
مـن الطريقـة نفسـها حيـث حجـم  (two steps)باسـتخدام خطـوتين  ) ب

  .h = 0.1الخطوة 
في كل من الحالتين أ) ، ب) ، وعلِّق على  x = 0.2احسب الخطأ عند 

إلــى   hعنــدما تــؤول  (behaviour of the error)ســلوك الخطــأ 
  . (h  0)الصفر 

  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٢-٣
y = f(x , y) = y  ;  y(0) = 1 

 hإذا طبقنا طريقة هـوين لحـل هـذه المسـألة باتخـاذ حجـم الخطـوة مسـاويا 
  من الخطوات على القيمة   nحصل بعد عدد فإننا ن

yn = [A(h)]n 

  كتقريب للحل المضبوط
y(xn)  y(nh) = enh 

  .A(h)لـ  (algebraic expression)أوجد تعبيرا جبريا  ) أ
ومــرة أخــرى  h = 0.2باتخــاذ  x = 0.2عنــد   yاحســب قيمــة  ) ب

فـي كـل مـن  x = 0.2، واحسـب الخطـأ عنـد  h = 0.02باتخـاذ 
  إلى الصفر.  hب على سلوك الخطأ عندما تؤول الحالتين ، وعقِّ 
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تنتمــي طريقــة هــوين إلــى طائفــة الطــرق المســماة " طــرق رونــج كوتَّــا "  )٣-٣
١(Runge-Kutta methods)  حيـــث تعـــد طريقـــة هـــوين " طريقـــة ،

 second-order Runge Kutta)رونـج كوتــا مــن الرتبــة الثانيــة " 

method) هــــذه الطــــرق أن . ومــــن النتــــائج الجــــديرة بالملاحظــــة علــــى
الخطـــأ يعتمـــد علـــى كـــل مـــن صـــيغة المعادلـــة المطلـــوب حلهـــا ، والحـــل 

  نفسه. وكمثال على ذلك:
  هي حل كل من المسألتين التاليتين:    y(x) = x2اثبت أن  )أ 

(I) y = 2x  ,      y(1) = 1 

(II) 
x
y2

y   ,     y(1) = 1  
بالنسـبة  (exact)ضـبوطة ثم بَيِّن أن طريقـة هـوين تعطـي نتـائج م )ب 

للمعادلـــة الأولـــى ، وغيـــر المضـــبوطة بالنســـبة للثانيـــة رغـــم أن لهـــا 
  الحل نفسه.

إرشاد : بعد تطبيق الصيغة الخاصـة بطريقـة هـوين علـى المعادلـة 
 recurrence)المعطاة والحصول على العلاقـة الارتداديـة 

relation)  التي تعطي القيم العددية المتتابعةyk  ق ، تَحَقَّـ
(check)  ــــــق ــــــة تتحق ــــــت هــــــذه العلاق  is)مــــــا إذا كان

satisfied)  2أم لا عنــــــــــــدما نعــــــــــــوض
kk xy   أي أن)

  الحل العددي = الحل المضبوط).
علـى كـل   h = 0.1كتوضـيح لـذلك ، طبـق طريقـة هـوين متخـذا  )ج 

  واحسب الخطأ المقابل. x = 1.1عند   yمن المسألتين لحساب 
  

) اسـتخدم طريقـة هـوين لإيجـاد ٨-٣) إلـى ٤-٣التالية من  في كل من المسائل
  الحلول التقريبية لمسائل القيمة الابتدائية المعطاة باتباع الخطوات التالية :

                                                 
 ل الخامس من ھذا الكتاب.سندرس ھذه الطرق بإذن الله في الفص ١
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  لكل من الحالات الثلاث : y1 , y2 , … , yMاحسب قيم  )أ 
(i) h = 0.2,  M = 1 (ii) h = 0.1 , M = 2 (iii) h = 0.05, M = 4 

  
مــع الحلــول التقريبيــة الثلاثــة التــي  y(0.2)وط قــارن الحــل المضــب )ب 

حصلت عليها في (أ). هل لاحظت أن قيم الخطأ الشامل النهائي 
فــي القــيم التــي حصــلت عليهــا فــي (أ) تتفــق مــع النتيجــة المتوقعــة 

  إلى نصف قيمتها ؟ hعندما تقل قيمة حجم الخطوة 
 [a , b]اســتخدم حاســوبا لإجــراء الحســابات علــى الفتــرة الأكبــر  )ج 

  المعطاة.
  : IVPأوجد حل المسالة   أ) )٤-٣

y = t2 – y , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1 

 قارن مع الحل المضبوط :  )ب 

  2t2tety 2t    
  أعد حل المسألة المعطاة في أ) في الفترة : )ج 

[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 
  أوجد حل المسألة  أ) )٥-٣

y = 3y + 3t ; t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
 

3
1t3

3
4 tety   

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )٦-٣
y = -ty , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

t2/2  قارن مع الحل المضبوط :   ب)  
ey   

  رةأعد حل المسألة في الفت )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 
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  أوجد حل المسألة  أ) )٧-٣
   

10
1t2 0y,2.0,0t;y2ey    

  قارن مع الحل المضبوط  )ب 
  t2t2

10
1 e.tety    

 
  أعد حل المسألة في الفترة )ج 

[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 
  أوجد حل المسألة   أ) )٨-٣

y = 2ty2 ;  t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط  )ب 
y(t) = 1/(1 – t2) . 

  أعد حل المسألة في الفترة  )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.1 , 0.05 , 0.025. 

رغــم أن  y(1)ســتؤدي إلــى إيجــاد قيمــة تقريبيــة لـــ  هــوينلاحــظ أن طريقــة 
  . t  = 1منحنى الحل غير معرَّف عند 

رأسـيا لأعلـى وتسـقط رأسـيا  تطلَق (a projectile)نفرض أن قذيفة ما  )٩-٣
لأســـفل. فـــإذا كانـــت مقاومـــة الهـــواء تتناســـب مـــع الســـرعة ، فـــإن مســـألة 

  هي: v(t)القيمة الابتدائية للسرعة 
  0M

K v0v;v32v   

= معامـــل مقاومـــة   K: الكتلـــة ،  M: الســـرعة الابتدائيـــة ،  v0حيـــث 
  .K/M = 0.1و       v0 = 160  ft/secالهواء. افرض أن   

  لحل المسألة : h = 0.5استخدم طريقة هوين متخذا 
    1600v,30,0t;32v

10
v   
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يمكنك مقارنة الحل الذي حصلت عليه باستخدام الحاسـوب   ملاحظة :
بالحــــل المضــــبوط      320e480tv 10/t       ولاحــــظ أن حــــد

  .ft/sec 320–هو  (limiting velocity)السرعة 
  لحل مسألة القيمة الابتدائية : h = 0.1استخدم طريقة هوين متخذا  )١٠-٣

    01.0R,1.5,1.0S;R
S
1

dS
dR   

  ملاحظة :  تظهر هذه المسألة في علم النفس حيث :
S  الحث / الإثارة :stimulus  R  رد الفعل :Reaction  ،  

-Weber)فشـــــنر " -والمعادلـــــة التفاضـــــلية المعطـــــاة هـــــي قـــــانون " وبـــــر

Fechner law)  للعلاقــــــة بــــــين الحــــــث والاســــــتجابة stimulus-

response.  
 IVPند استخدام طريقة هوين لحل مسألة القيمـة الابتدائيـة ـاثبت أنه ع )١١-٣

:  
      0yay,b,at;tfy 0   

  فإننا نحصل على النتيجة

       





1M

0k
1kk2

h tftfby  

علـى الفتـرة  f(t)والتي هي عبارة عـن تقريـب التكامـل المحـدود للدالـة 
[a , b] .باستخدام قاعدة شبه المنحرف  

 Richardson)يمكننـــــا اســـــتخدام طريقـــــة ريتشاردســـــون للتحســـــين  )١٢-٣

improvement method)  مـــع طريقـــة هـــوين. فـــإذا طبقنـــا طريقـــة
  فإن   yhوحصلنا على الحل العددي  hهوين بحجم خطوة 

y(b) = yh + C h2 
 2hثــم إذا طبقنــا طريقــة هــوين مــرة أخــرى ولكــن هــذه المــرة بحجــم خطــوة 

  فإن  y2hوحصلنا على الحل العددي 
y(b) = y2h + 4 C h2 



٦٠ 

للحصـول علـى  2h Cدين اللذين يحتويـان علـى ــنا حذف الحـوالآن يمكن
 improvedقيمــــــــــة تقريبيــــــــــة أدق (قيمــــــــــة تقريبيــــــــــة محســــــــــنة 

approximation لـ (y(b) : فنحصل على الصيغة ،  
 

3
yy4 h2hby

  
مــع القــيم التــي حصــلنا عليهــا فــي  يمكــن اســتخدام هــذه الصــيغة التحســينية

. أكمــل القــيم الناقصــة y(3)لنحصــل علــى تقريبــات أفضــل لـــ  ٢-٣مثــال 
 في الجدول التالي :

  
h yh (4yh – y2h)/3 

1 1.732422 
1/2 1.682121 1.665354
1/4 1.672269 -----------
1/8 1.670076 -----------
1/16 1.669558 1669385
1/32 1.669432 -----------
1/64 1.669401 -----------

اثبت أن طريقة هـوين تفشـل فـي إيجـاد قيمـة تقريبيـة للحـل  )١٣-٣  2
3

tty  
  لمسألة القيمة الابتدائية 

    .00y;y5.1y,tfy 3
1

  
  علل إجابتك موضحا الصعوبات التي تواجه الحل بهذه الطريقة.
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  رابعالفصل ال
  

  متسلسلة تايلورطريقة 
Taylor Series Method 

  
تتميـــز طريقـــة متسلســـلة تـــايلور بإمكانيـــة تطبيقهـــا بصـــورة عامـــة ، وبأنهـــا   

ــــيم (القياســــية) ( ــــة standardتعطــــي الق ــــة الطــــرق العددي ــــارن بهــــا دق ــــي نق ) الت
 المتنوعــة الأخــرى لحــل مســألة قيمــة ابتدائيــة مــا. ويمكــن تطبيــق طريقــة تــايلور

  بحيث يصل الحل الذي نحصل عليه إلى أي درجة دقة محددة سلفا.
وفــي هــذه الطريقــة نقــوم بتقريــب حــل المعادلــة التفاضــلية    y,tf

dt
dy  

بمفكــوك تــايلور حــول نقطــة ابتدائيــة  y(t)عــدديا عــن طريــق التعبيــر عــن الحــل 
(some starting point) to:  

   

       

       

   ...ty,tf

ty,tfty,thfty

...tytytyhty

htyty

00!3
h

00!2
h

000

0!3
h

0!2
h

00

0

3

2
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







 

  حيث :
       

       00
dt

d
00

00dt
d

00

tyy,tt;ty,tfty,tf

tyy,tt;ty,tfty,tf

2

2



 

 

  ، فإن :  t , yدالة في كل من  fوحيث أن 

dt
dy

y
f

t
f

dt
df





   



 

إلـى   tiوبالمثل يمكن إيجاد المشتقات الأعلى. وعموما فللانتقال في خطوة مـن 
ti+1 = ti + h  نستخدم العلاقة  

           

    
     1ii
n

!1n
h

ii!3
h

ii!2
h

iiii1i

tt;yfty,tf

ty,tfty,thftyhtyty

1n3

2












 

  :١-٤مثال 
  تخدام مفكوك تايلور حل مسألة القيمة الابتدائية:أوجد باس  

    00dx
dy yxy;yxy,xf   

  الحل :
   
 
   
  o000

0000

yx1y,xf

yx1yx.11y,xf

yx1y,xf

yx1yx.11y,xf







 

 
 

  
   0000
n

n

yx1y,xf

yx1y,xf




 

  يعطينا :  x = x0بمتسلسلة تايلور حول  y(x)ومفكوك   
         

   ....xyx1

xyx1xyxhxyhxy

00!3
h

00!2
h

0000

3

2




 

                 



  ...xyx1

!4
h

!3
h

!2
h

00
432  

              
    

   0!3
h

!2
h

00

000

xh1...h1xyx1

xyxhxy
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



 


 



 

hxxإلى  xiوبالمثل فللانتقال في خطوة من  i1i  : نحصل على  
  i!3

h
!2

h
ii1i xh1...h1yx1y

32




   

  ].y(xi)بدلا من  yi، وكذلك  y(xi+1)بدلا من  yi+1[وذلك باستخدام 
  ملاحظة :

  لهذه المسألة :لإيجاد الحل المضبوط   
ــــة    ــــة تفاضــــلية خطيــــة مــــن الرتب ــــة التفاضــــلية المعطــــاة هــــي معادل المعادل
  الأولى.

xy
dx
dy   

xdx1  : العامل المكامل  ee     

cee.xdxx.ee.y xxxx     

  xecx1y   

   00
xx

00 yx1ececx1y 00    

    x
00

x
0 eyx1ex1y 0    

  نحصل على :  x = x0 + hوبوضع  
       00

h
00 yx1ehx1hxyxyy   

أي أن الحـــل باســـتخدام مفكـــوك تـــايلور يتفـــق مـــع الحـــل التحليلـــي (المضـــبوط) 
exact / analytical solution  وذلك لأن ،  

h(مفكوك تايلور)       
!3

h
!2

h e...h1
32





    

تـوي علـى ) المتسلسلة بعد الحـد الـذي يح(truncationوالخطأ الناتج عن قطع 
f (n-1)  يعطى بالتعبير  

  
   hx,x;h. 00

1n
!1n

y1 



 

وفيما يلي نعيد صياغة نظرية تايلور بحيث نضعها في صيغة مناسبة 
  أكثر لحل المعادلات التفاضلية.



 

  (نظرية تايلور) ١-٤نظرية 
  نفرض أن  

   b,tCty 0
1N  

يمة الثابتة حول الق Nلها مفكوك متسلسلة تايلور من الرتبة  y(t)وأن 
 b,ttt 0k  :  

        ,hOty,thTtyhty 1N
kkNkk

   (1) 

  حيث :

  
  

.hty,tT 1jN

1j
!j
ty

kkN
k

j



      (2) 

و        ty,tfty 1jj    تعني المشـتقة الكلـية من الدرجـــةj-1 [(j-

1)st total derivative]  للدالةf  بالنسبة لـt ويمكن حساب صيغ المشتقات .
  ) كما يلي:(recursivelyتداديا المختلفة ار 

  ,fty   
 
    

  ,fffffffff

yfyfyffty

,fffyffty

ytyyytytt

yyytytt

ytyt







2

23

2
2  

    
 3yyyyyy

ty
2

tyyttyttt
4

yfyyf3yf

yf3yf3yf3fty




   (3) 

   
    ffffffffff3

ffff2ffffff3ff3f

yt
2
yyytyyt

2
yytytty

3
yyy

2
tyyttyttt




 

 
  وعموما 

       ,ty,tfpty 1NN     (4) 
   (derivative operator)هو عامل / مؤثر الاشتقاق   Pحيث 



 






 







yx
fP  

ويمكن الحصول على الحل العددي التقريبي لمسألة القيمة الابتدائية   
IVP:  

     M0 t,tt;y,tfty   

) على كل فترة جزئية 1بتطبيق الصيغة (   1kk t,t   .  
  هي : Nوالخطوة العامة في طريقة تايلور من الرتبة 

,...hdyy
!N

hd
!3
hd

!2
hd

1k1k

N
N

3
3

2
2    (5) 

  حيث 
    N,...,2,1j;tyd k
j

j   

  التالية  kوذلك لقيم 
K = 0,1,2,…,M-1 

  التي تعطي الخطوات المتتالية.
 Taylor method of)ومن خصائص طريقة تايلور من الرتبة   

order) N  أن الخطأ النهائي الشاملFGE  يكون في حدود(of the 

order) O(hN)  وبالتالي فيمكن اختيار قيمة كبيرة لـ ،N لجعل هذا  تكفي
تكون كسرا صغيرا أصغر من  hالخطأ صغيرا جدا كما نشاء (لاحظ أن 

فيكون من الممكن نظريا تحديد  N (the order)الواحد). وإذا تحددت قيمة 
صغيرا جدا كما نشاء. إلا  FGEالتي تجعل هذا الخطأ  hقيمة حجم الخطوة 

ات باستخدام قيمتين أننا من الناحية العملية عادة نحسب مجموعتين من التقريب
لحجم الخطوة   

2
h,h   .ونقارن بين النتائج 

  
  ) :N(دقة طريقة تايلور من الرتبة  ٢-٤نظرية 
  . IVPهي حل مسألة القيمة الابتدائية    y(t)نفرض أن     

    إذا كانت    b,tCty 0
1N  



 

    وكانت  M,...,1,0k;y,t kk   
  ، فإن : Nتقريبات التي تولدها طريقة تايلور من الرتبة هي متتابعة ال

   
     .hOy,thTyty

,hOytye

1N
kkNk1k1k

N
kkk


 


(6) 

عند نهاية الفترة سوف يحقق  FGEوبصفة خاصة فإن الخطأ الشامل النهائي 
  العلاقة :

      .hOybyh,byE N
M      (7) 

  ويمكن مراجعة برهان هذه النظرية في المرجع [  ].
. فإذا حسبت  N = 4ان هذه النظرية في الحالة المثالان التاليان يوضح

، ومرة أخرى باستخدام حجم خطوة  hالتقريبات باسـتخدام حجم خطوة 
2
h  ،

  فإننا نتوقع الحصول على :
   .Chh,byE 4        (8) 
     h,byEC,byE

16
1

16
h

2
h 4

 .    (9) 

إلى  –طريقة تايلور من الرتبة الرابعة في  –  h  أي أنه إذا نقص حجم الخطوة
يقل إلى  FGEنصف قيمته ، فإن الخطأ الشامل النهائي 

16
  من قيمته. 1

  : ٢-٤مثال 
  لحل المسألة   N = 4استخدم طريقة تايلور من الرتبة   

    10y,3,0t;y
2

yt    
قارن بين الحلول المختلفة في الحالات : 

8
1

4
1

2
1 ,,,1h  .  

  الحل :
لاستخدام طريقة تايلور من الرتبة الرابعة يجب أولا إيجاد مشتقات الدالة    

y(t)    حتى المشتقة الرابعة. ونلاحظ أنy(t)    دالة فيt  وأننا نشتق ،



 

الصيغة      ty,tfty    بالنسبة لـt  لنحصل علىy(2)(t)  ثم نستمر ،
  صول على المشتقات الأعلى ، كما يلي:في عملية الاشتقاق للح

 
    

,ty

,ty

4
yt2

2
2/yt1

2
y1

2
yt

dt
d2

2
yt








 

    

    
.ty

,ty

16
yt2

8
2/yt1

8
y10

8
yt2

dt
d4

8
yt2

4
2/yt1

4
y10

4
yt2

dt
d3








 

، كما  (0,1) = (t0,y0)نحسب قيم المشتقات السابقة عند النقطة  y1ولإيجاد 
  يلي :

 
  
  
   ,1875.00yd

,375.00yd

,75.00yd

,5.00yd

16
0.10.00.24

4

8
0.10.00.23

3

4
0.10.00.22

2

2
0.10.0

1

















 

مع التعويض عن  (5)في المعادلة  {dj}والآن نقوم بتعويض قيم المشتقات 
باستخدام الضرب المتداخل  لنحصل [ h = 0.25طوة بالقيمة حجم الخ

(nested multiplication) : على [  













 





 

24
1875.025.0

6
375.025.0

2
75.025.05.025.00.1

1
y

.8974915.0  
  وبالتالي فإن نقطة الحل المحسوبة الآن هي 

(t1,y1) = (0.25 , 0.8974915) 

  : (t1,y1)عند النقطة  {dj}علينا حساب قيم المشتقات   y2ولإيجاد 



 

 
  
  
   .1654682.00yd

,3309364.00yd

,6618729.00yd

,3237458.00yd

16
8974915.025.00.24

4

8
8974915.025.00.23

3

4
8974915.025.00.22

2

2
8974915.025.0

1

















 

 h  0.25مع تعويض  (5)في المعادلة  {dj} وبتعويض قيم هذه المشتقات
  :  y2على قيمة  –بالضرب المتداخل  –نحصل 


   

.8364037.0

25.025.0

25.03237458.025.0

8974915.0y

24
1654682.0

6
3309364.0

2
6618729.0

2










 

 وبالتالي فإن نقطة الحل الجديدة هي :

(t1,y1) = (0.50 , 0.8364037) 

عطي قيم الحل عند بعض النقاط المختارة للقيم المختلفة والجدول التالي ي
  : hالمعطاة لحجم الخطوة 

tk 
yk y(tk) 

Exact h=1 2
1h   

4
1h   

8
1h   

0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 
0.125    0.9432392 0.9432392 
0.25   0.8974915 0.8974908 0.8974917 
0.375    0.8620874 0.8620874 
0.50  0.8364258 0.8364037 0.8364024 0.8364023 
0.75   0.8118696 0.8118679 0.8118678 
1.00 0.8203125 0.8196285 0.8195940 0.8195921 0.8195920 
1.50  0.9171423 0.9171021 0.9170998 0.9170997 
2.00 1.1045125 1.1036826 1.1036408 1.1036385 1.1036383 
2.50  1.3595575 1.3595168 1.3595145 1.3595144 
3.00 1.6701860 1.6694308 1.6693928 1.6693906 1.6693905 

 



 

  : ٣-٤مثال 
المقابلة لقيم حجم الخطوة  FGEقارن بين قيم الخطأ الشامل النهائي   

8
1

4
1

2
1 ,,,1h   عند استخدام طريقة تايلور من الرتبة الرابعة لحل مسألة

  ) :٢-٤القيمة الابتدائية المعطاة في المثال السابق (مثال 
    .10y,3,0t;y

2
yt  

 

  الحل :
والخطأ الشامل  hضح العلاقة بين حجم الخطوة الجدول التالي يو   

 t = 3، حيث يعطي الجدول قيم هذا الخطأ عند النقطة  FGEالنهائي 
الذي نحصل  yMوالحل العددي  y(3)(والخطأ هو الفارق بين الحل المضبوط 

  المختلفة. hعليه عند تطبيق طريقة تايلور) وذلك لقيم 
  

  حجم الخطوة
Step 

Size, h 

 عدد الخطوات
Number 

of steps, M 

  y(3)تقريب 
Appproximation 

To y(3), yM 

  t=3الخطأ عند 
Error at t=3, 

y(3)-yM 

O(h2)Ch4 
  حيث

C=-0.000614 

1 3 1.6701860 -0.0007955 -0.0006140 

2
1  6 1.6694308 -0.0000403 -0.0000384 

4
1  12 1.6693928 -0.0000023 -0.0000024 

8
1  24 1.6693906 -0.0000001 -0.0000001 

المحسوب بطريقة تايلور  y(3)ومن هذا الجدول يتبين لنا أن الخطأ في تقريب 
ينخفض تقريبا إلى 

16
  من قيمته عندما يقل حجم الخطوة إلى نصف قيمته. 1

       44
M ChhOy3yh,3yE   

  حيث 
C = - 0.000614 

*    *    *  
  



 

في ختام هذا الفصل نلخص فيما يلي خوارزمية طريقة تايلور من الرتبة   
  الرابعة لإيجاد الحل التقريبي لمسألة القيمة الابتدائية

      0yay,b,at,y,tfy   
y,y,yوذلك عن طريق إيجاد قيم المشتقات    واستخدام حدودية تايلور

(Taylor polynomial) .عند كل خطوة  
  

  خوارزمية طريقة تايلور من الرتبة الرابعة
Taylor’s method of order 4 Algorithm 
 
 INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
 INPUT M   {Number of steps} 
 H := [B – A]/M  {Compute the step size} 
 T(0) := A   {Initialize the variable} 
 
FOR  K = 0  TO  M-1  DO 
 T := T(K) and Y := Y(K) 
 D1 := F1(T,Y)   {Slope function 
f(t,y(t))} 
 D2 := F2(T,Y)            {Derivative of 
f(t,y(t))} 
 D3 := F3(T,Y)       {Second derivative of 
f(t,y(t))} 
 D4 := F4(T,Y)   {Third derivative of 
f(t,y(t))} 

Y(K+1) := Y+H*[D1+H*[D2/2+H*[D3/6+H*D4/24]]] 
 T(K+1) := A + H*[K+1] 
 
FOR  K = 1  TO  M  DO     {Output} 
 PRINT  T(K), Y(K) 

 



 

  ٤تمرينات رقم 
  
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )١-٤

  11y;yxy 3
1

  

باستخدام مفكوك تايلور حتى الحد   x = 1.2 عند  yاحسب قيمة 
(المفكوك  (second power term)الذي يحتوي على القوة الثانية 

. ثم احسب قيمة h = 0.1يشمل هذا الحد) ، وبأخذ حجم الخطوة 
تطاع في النتيجة التي حصلت عليها. قارن مع النتيجة التي خطأ الاق

  ).٣-٢نحصل عليها باستخدام طريقة أويلر (المسألة 
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٢-٤

    10y;yy,xfy   
باستخدام   x = 0.4عند  yاحسب قيمة  h = 0.1بأخذ حجم الخطوة 

  ولى فقط من المفكوك.طريقة تايلور وبأخذ الثلاثة حدود الأ
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٣-٤

    10y;xy2y,xfy    (*) 

)i(  بأخذ حجم الخطوةh = 0.1  احسب قيمةy  عندx = 0.2 
باستخدام مفكوك تايلور حتى الحد الذي يحتوي على القوة 

  . وأجد خطأ الاقتطاع المقابل. (3rd power term)الثالثة 
)ii( بأخذ حجم الخطوة h = 0.1  طبق صيغة النقطة المتوسطة

“midpoint formula” :  
 ii1i1i y,xfh2yy    

 = xعـند كل من  yلحل مسألة القيمة الابتـدائية (*) وإيجـاد قيمـة 

0.2 , x = 0.3 احسب قيمة خطأ الاقتطاع عند .x = 0.2  وقارن مع
  ).iالنتيجة التي حصلت عليها في الجزء (
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 extra starting)إلى قيمة ابتدائية أخرى ملاحظة :  نحتاج 

value) .ويمكن أن نأخذها من حل بمتسلسلة تايلور  
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٤-٤

  00y;yxy     (*) 

xe1xyوالتي حلها المضبوط هو :    
)i(  أوجد الحدود غير الصفرية(nonzero terms)  الأربعة

  في مفكوك تايلور لحل مسألة القيمة الابتدائية (*).الأولى 
)ii( ) نفرض أن المفكوك الذي حصلنا عليه فيi قد تم قطعه (

(truncated)  بعد الحد الثالث. أوجد مدى(range)  قيمx 
صحيحة لثلاثة أرقام  yالذي يجعل الحدودية الناتجة تمثل قيم 

 عشرية.

)iii(  باستخدام المتسلسلة المقطوعة(truncated series)  التي
، وأوجد  x = 0.2عند  y) احسب قيمة iiحصلنا عليها في (
 قيمة الخطأ المقابل.

)iv(   باستـخدام حجم الخطـوةh = 0.1   احسـب قيمةy  عندx = 

بمفكوك تايلور حتى الحد الذي يحتوي على القوة الرابعة  0.2
(بما في ذلك هذا الحد). أوجد خطأ الاقتطاع الكلي المقابل ، 

  ).iiiع النتيجة التي حصلت عليها في (وقارن م
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٥-٤

  20y;xyy 2     (*) 

)i(   أوجد الحدود غير الصفرية الثلاثة الأولى في مفكوك تايلور
 التي هي حل مسألة القيمة الابتدائية (*). yللدالة 

)ii( ) إذا قطع المفكوك الذي حصلنا عليه فيiالثاني ،  ) بعد الحد
 yالذي يجعل الحدودية الناتجة تمثل  xأوجد مدى قيم 

 صحيحة لثلاثة أرقام عشرية.
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)iii( احسب بالمتسلسلة المقطوعة التي حصلت عليها في(ii)  
. واحسب قيمة خطأ الاقتطاع المقابل ، x = 0.1عند   yقيمة

وقارن مع النتيجة التي نحصل عليها بتطبيق طريقة أويلر 
 ).٦-٢(انطر المسألة 

 اثبت أنه يمكن كتابة حل مسألة القيمة الابتدائية )٦-٤

  10y;x31yx3 32
dx
dy   

  التالية : (power series)في صيغة متسلسلة القوى 
 53 xOxx1y   

 أوجد مفكوك تايلور لحل المسألة  )٧-٤

  10y;yy 2   

 = xعند كل من  y. استخدم هذا التقريب لحساب قيمة x = 0حول 

0.2 , x = 1.2  صحيحة لأربعة أرقام عشرية. قارن النتيجة مع الحل
 xالمضـبوط ، واشرح لماذا لم نحصل على نتيجة صحيحة في حالة 

= 1.2. 

٨-٤(   i(  "اثبت أن تكامل "دوسن(Dawson’s integral) المعرف بالدالة 

    x

o

tx dteexy
22

 

  هو حل لمسألة القيمة الابتدائية 
  00y;yx21y   

)ii(  طبق طريقة متسلسـلة تايلـور حتى الحـد الذي يشتمل على
ومتخذا حجم  –بما في ذلك هذا الحد  –القوة الخامسة 

 xعند   y، وذلك للحصـول على قيمـة    h = 0.5  الخـطوة

= 0.5. 

)iii(  اختبر دقةaccuracy  النتيجة التي حصلت عليها لقيمة  

y(0.5) ] شرية الصحيحة أي أوجد عدد الأرقام الع 
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(correct decimals)  في هذه النتيجة ] إذا علمت أن قيمة
 y(0.5) المضبوطة (exact value) صحيحة لسبعة أرقام
 standard)كما هي موجودة في الجداول القياسية –عشرية 

tables)  –  0.4244364تساوي. 

  
*    *    *  

  
قة تايلور استخدم طري ١٣-٤إلى  ٩-٤في كل من المسائل التالية من   

لإيجاد الحلول التقريبية لمسائل القيمة الابتدائية  N = 4من الرتبة الرابعة 
  المعطاة باتباع الخطوات التالية :

M21احسب قيم  )أ  y,...,y,y  : لكل من الحالتين 

(i)  h = 0.2 ,  M = 1 (ii)  h = 0.1 ,  M = 2 

لتقريبيين اللذين مع كل من الحلين اy(0.2) قارن الحل المضبوط  )ب 
 حصلت عليهما في (أ). هل لاحظت أن قيمة الخطأ الشامل النهائي 

FGE   في (أ) تتفق مع النتيجة المتوقعة عندما تقل قيمة حجم الخطوة
h إلى نصف قيمتها ؟ 

  المعطاة. [a,b]استخدم حاسوبا لإجراء الحسابات على الفترة الأكبر  )ج 
  : IVPأوجد حل المسالة   أ) )٩-٤

y = t2 – y , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1 

قارن مع الحل المضبوط :  )ب   2t2tety 2t     
  أعد حل المسألة المعطاة في أ) في الفترة : )ج 

[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 
  أوجد حل المسألة  أ) )١٠-٤

y = 3y + 3t ; t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
 

3
1t3

3
4 tety   
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  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )١١-٤
y = -ty , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

t2/2  قارن مع الحل المضبوط :   ب)  
ey   

  أعد حل المسألة في الفترة   ج)
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )١٢-٤
   

10
1t2 0y,2.0,0t;y2ey    

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
  t2t2

10
1 e.tety    

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ; h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة   أ) )١٣-٤
y = 2ty2 ;  t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط  )ب 
y(t) = 1/(1 – t2) . 

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.1 , 0.05 , 0.025. 

رغـم أن  y(1)ر سـتؤدي إلـى إيجـاد قيمـة تقريبيـة لــ و يلتـالاحظ أن طريقة 
  . t  = 1منحنى الحل غير معرَّف عند 

 Richardson)يمكننا استخدام طريقة ريتشاردسون للتحسين  )١٤-٤

improvement method) تايلور. فإذا طبقنا طريقة  مع طريقة
وحصلنا على الحل  hبحجم خطوة  N = 4تايلور من الرتبة الرابعة 

 ، فإن  yhالعددي 

  4
h Chyby   
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مرة أخرى ولكن  N = 4ثم إذا طبقنا طريقة تايلور من الرتبة الرابعة 
  فإن   y2hوحصلنا على الحل العددي   2hهذه المرة بحجم خطوة 

y(b) = y2h + 16 Ch4 
للحصول على  Ch4والآن يمكننا حذف الحـدين اللذين يحتويان على 

 improved)قيمة تقريبية أدق (قيمة تقريبية محسنة 

approximation)  لـy(b)  فنحصل على الصيغة ،  
 

15
yy16 h2hby

  
يمكن استخدام هذه الصيغة التحسينية مع القيم التي حصلنا عليها في 

. أكمل القيم الناقصة  y(3)لنحصل على تقريبات أفضل لـ  ٣-٤مثال 
  في الجدول التالي :

  
h yh   15/yy16 h2h   

1.0 1.6701860  
0.5 1.6694308 ----- 
0.25 1.6693928 ----- 
0.125 1.6693906 ----- 

 

بحجمي خطوة  Nاثـبت أنه عند استخدام طريقة تايلور من الرتبة  )١٥-٤

2
h,h  فإن الخطأ الشامل النهائي ،FGE   في حالة حجم  –يقل

الخطوة الصغير (
2
h (–  2إلى-N  / من قيمته تقريبا ، أي أن نسبة

 ) . N-2تساوي تقريبا  FGEمعامل نقصان الخطأ 

(FGE is reduced by a factor of about 2-N) 

يقل الخطأ   N = 4الرتبة الرابعة  [مثلا في حالة طريقة تايلور من
FGE  إلى

16
 من قيمته]. 1
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اثبت أن طريقة تايلور تفشل في إيجاد قيمة تقريبية للحل  )١٦-٤  2
3

tty  
 لمسألة القيمة الابتدائية 

  0)0(y;y5.1y,tfy 3
1

 

  ة.علل إجابتك موضحا الصعوبات التي تواجه الحل بهذه الطريق
 أ)  اثبت أن حل مسألة القيمة الابتدائية )١٧-٤

    10y,1,0t;yy 2   

  y(t)  =  1 / (1-t)هو :       

  اثبت أن حل مسألة القيمة الابتدائية )ب 
    10y,4/,0t;y1y 2  

    y(t)  =  tan (t + /4)هو :      
 استخدم نتيجتي أ) ، ب) لإثبات أن حل مسألة القيمة الابتدائية  )ج 

  10y;yty 22   
بين  (vertical asymptote)له خط تقاربي رأسي 

/4t ,1t  موضعه قريب من) .t=0.96981.(  
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )١٨-٤

  10y;y1y 2   
 أوجد تعبيرا لكل من )أ 

        ty,ty,ty 432  
تخدم هذه القيم لإيجاد ، واس t = 0احسب قيم هذه المشتقات عند  )ب 

 Maclaurin)الحدود الخمسة الأولى في مفكوك "ماكلورين" 

expansion)    للدالةtan (t). 

لمسألة  N=4الجدول التالي يعطي الحل بطريقة تايلور من الرتبة  )١٩-٤
 القيمة الابتدائية

    10y,8.0,0t;yty 22  
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بأنه القيمة  t = 0.8ويعرف الحل الصحيح للمسألة عند 
  8486168.58.0y .  

  
 حجم الخطوة

Step 
size, h 

 عدد الخطوات

Number 
of steps, M

  y(0.8)تقريب 
Approximation 

to y(0.8), yM

  t=0.8الخطأ عند 
Error at t=0.8, 

y(0.8) - yM 
0.05 16 5.8410780 0.0075388 

0.025 32 5.8479637 0.0006531 
0.0125 64 5.8485686 0.0000482 

0.00625 128 5.8486136 0.0000032 
0.003125 256 5.8486166 0.0000002 

مع القيم المتوقعة عندما  FGEهل تتفق قيم الخطأ الشامل النهائي  )أ 
  يقل حجم الخطوة إلى نصف قيمته ؟

استخدم طريقة ريتشاردسون للتحسين للحصول على تقريبات أفضل  )ب 
  للنتائج.

 N=3ة تايلور من الرتبة الثالثة الجدول التالي يعطي قيم الحل بطريق )٢٠-٤
 لمسألة القيمة الابتدائية

    10y,8.0,0t;yty 22  

  
 حجم الخطوة

Step 
size, h 

 عدد الخطوات

Number 
of steps, M

  y(0.8)تقريب 
Approximation 

to y(0.8), yM

  t=0.8الخطأ عند 
Error at t=0.8, 

y(0.8) - yM 
0.05 16 5.8050504 0.0435664 

0.025 32 5.8416192 0.0069976 
0.0125 64 5.8476250 0.0009918 

0.00625 128 5.8484848 0.0001320 
0.003125 256 5.8485998 0.0000170 
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مع القيم المتوقعة عندما  FGEهل تتفق قيم الخطأ النهائي الشامل  )أ 
  إلى نصف قيمته ؟ hيقل حجم الخطوة 

سون للتحسين عند استنتج العلاقات التي تطبق طريقة ريتشارد )ب 
، ومن ثم أوجد القيم  N=3استخدام طريقة تايلور من الرتبة الثالثة 

  المحسَّنة للتقريبات المعطاة.
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  الفصل الخامس
  

  كوتَّا –طرق رُونج 
Runge – Kutta Methods 

  
تتميز طرق تـايلور التـي درسـناها فـي الفصـل السـابق بـأن الخطـأ الشـامل 

، ويمكـن اختيـار قيمـة كبيـرة لــ  order O(hN)يكـون مـن الرتبـة  FGEالنهائي 
N  بحيــــث يصــــبح هــــذا الخطــــأ صــــغيرا. إلا أن عيــــب طــــرق تــــايلور يتمثــــل فــــي

وحســاب قــيم المشــتقات العاليــة والــذي قــد يكــون بــالغ  Nلأولــي لقيمــة التحديــد ا
 Runge-Kuttaكوتــا  –التعقيــد . ويــتم اســتنتاج كــل طريقــة مــن طــرق رونــج 

(RK)   من طريقة مقابلة مناسـبة مـن طـرق تـايلور بحيـث يكـون الخطـأ الشـامل
. وفي مقابل تمكننا من إلغـاء ضـرورة حسـاب O(hN)من الرتبة  FGEالنهائي 

مــن   stepيم المشــتقات العاليــة نقــوم بحســاب عــدة قــيم للـــدالة عنــد كــل خطــوة قــ
لأي   )RKكوتـا (-خطوات الطريقة. ويمكن الحصـول علـى قـوانين طـرق رونـج

أكثـر   )N = 4 )RK4كوتـا مـن الرتبـة الرابعـة -، وتعـد طريقــة رونـج Nرتبـة 
مـــة نظـــرا لمـــا هـــذه الطـــرق اســـتخداما ، فهـــي تعـــد اختيـــارا مناســـبا للتطبيقـــات العا

والاســــــتقرار  (accuracy)تتمتــــــع بــــــه مــــــن درجــــــة عاليــــــة مــــــن حيــــــث الدقــــــة 
(stability)  وســـهولة البرمجـــة(easy to program)  وعـــادة لا نفضـــل .

اللجــوء إلــى طريقــة ذات رتبــة أعلــى نظــراً لأن الدقــة الأعلــى التــي سنصــل إليهــا 
. فــإذا أردنــا ســتكون مقابــل جهــد كبيــر يُبــذل فــي إجــراء حســابات كثيــرة إضــافية
 الوصول إلى دقة أعلى فيمكننا استخدام قيمة أصغر لحجم الخطوة.

كوتا تعد مـن أكثـر الطـرق اسـتخداما ، وبصـورة خاصـة ون -فطرق رونج
) معقـــدا. ٢أكثــر مناســـبة للاســـتخدام عنـــدما يكــون حســـاب المشـــتقات الكبيـــرة (

شتمل ي  (one-step procedure)هي إجراء أحادي الخطوة  RKوأي طريقة 
 first-order derivative)علــى حســاب مشــتقات مــن الرتبــة الأولــى فقــط 
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evaluations)  ويعطــي نتــائج مكافئــة فــي دقتهــا لطــرق تــايلور ذوات الرتــب ،
  .(higher-order Taylor formulas)الأعلى 

كوتــا مــن الرتــب الثانيــة والثالثــة والرابعــة (أي التــي تعطــي -وطــرق رونــج
ـــ تقريبــات مكافئــة فــي دقت التــي تحتفـــظ بحــدود حتــى  y(t)هــا لمفكوكــات تــايلور ل

h4, h3, h2  على الترتيب) تتطلب حساب قيمf(t,y)  عند قيمتـين وثـلاث وأربـع
مـن  RK. وأمـا طـرق  [tk , tk+1]علـى الفتـرة  tللمتغيـر  –على الترتيب  –قيم 

 mفإنهــا تتطلــب حســاب المشــتقة عنــد أكثــر مــن  m > 4، حيــث   mالرتبــة 
  تجاورة).نقطة (م

 estimation of the)صـعوبة تقـدير الخطـأ  RKومـن عيـوب طـرق 

error) .بالإضافة إلى عدم إمكانية التحقق من النتيجة بطريقة ميسرة ،  
  هي : RKوالصيغة العامة لخوارزميات جميع طرق 

yk+1 = yk + h (tk , yk , h) 

 (increment function)ويطلـق عليهـا دالـة الزيـادة  - حيـث   
 , tk]علــى الفـــترة   f(t,y)هــي تقريــب (يــتم اختيــاره بصــورة مناســبة) للـــدالة  –

tk+1]  ونلقي فيما يلي بعض الضوء على كيفية اختيار الدالة ..  
  

  :(N=2)كوتا من الرتبة الثانية -طرق رونج
فـــي طريقـــة أويلـــر نعامـــل المشـــتقة    y,tf

dt
dy   ـــو كانـــت ثابتـــة كمـــا ل

وتساوي قيمتهـا عنـد بدايـة هـذه الخطـوة. وقـد تكـون  hطوة واحدة القيمة خلال خ
ـــــاك قيمـــــة متوســـــطة للمشـــــتقة  ـــــر مناســـــبة  (average derivative)هن أكث

. إذا فرضـنا أننـا قـد عرفنـا قيمتـي  tk , tk+1للاسـتخدام ومتـوفرة لـدينا وذلـك بـين 
y(tk) , y(tk+1) فإنــه يمكننــا تقــدير قيمــة متوســطة للمشــتقة كمتوســط قيمتــي 

  المشتقة عند بداية ونهاية الخطوة:
      1k2

1 ty,1ktfkty,ktff    (1) 



  

غيـر  y(tk) , y(tk+1) (exact values)غير أن القيمتين المضبوطتين 
  إلى الصيغة : (1)معلومتين ، ولذلك فإننا نقرِّب العلاقة 

  



 





 

*y,tfy,tff 1k1kkk2
1    (2) 

*و المحســوبة عنــد بدايــة الخطــوة ،   yهــي قيمــة  ykحيــث 
1ky   هــي تقــدير

عند نهايـة الخطـوة. وإحـدى طـرق  yلقيمة  (preliminary estimate)مبدئي 
* تقدير قيمة 

1ky    هي استخدام قانون أويلر : 
 kkk

*
1k y,tfhyy       (3) 

أي القيمــــة  – (final approximation)ونحصــــل علــــى التقريــــب النهــــائي 
عند نهايـة  yk+1 – (computed / numerical value)ددية / المحسوبة الع

الخطــوة بتطبيــق طريقــة أويلــر مــرة أخــرى ، ولكــن هــذه المــرة باســتخدام المشــتقة 
  : fالمتوسطة 

fhyy k1k          (4) 

  هي: tk+1إلى  tkوبالتالي تكون الخوارزمية الكاملة للتقدم من   
)i( ) احسب التقريب الأولىfirst approximation(: 

 kkk
*

1k y,tfhyy   
)ii( ) احصل على المشتقة المتوسطةaverage derivative(: 

  



 





 

*y,tfy,tff 1k1kkk2
1 

)iii( ) احسب التقريب النهائيfinal approximation(: 

fhyy k1k   
  ملاحظات:

 ــنة هــذا الإجــراء يعــرف باســم طريقــة أويلــر ا  improved Euler)لمحسَّ

method)  ـــــة هـــــوين ، [وهـــــي التـــــي  (Heun’s method)، أو طريق



  

ـــة رونـــج  ـــة  –درســـناها فـــي الفصـــل الثالـــث] أو طريق ـــة الثاني ـــا مـــن الرتب كوت
)second-order RK.( 

 ) هذه الخوارزميةiii ( )i هي مثال بسيط لما يطلق عليه طريقـة التنبـؤ (
والتــي سندرســها بــإذن  –) predictor-corrector methodوالتصــحيح (

لــي  –االله فــي الفصــل القــادم  *حيــث أن التقريــب المتنبــأ الأَوَّ
1ky (first 

predicted approximation)   ــن / يُــنقَّح  (refined)يصــحَّح / يحسَّ
ــــــــب المصــــــــحح النهــــــــائي   final corrected)ليعطِــــــــي التقري

approximation)yk+1 . 

 لي يوضح هذه الخوارزمية.الشكل التا 

 
     y 

الميل:   *
1k1k y,tf   

  
         *

1ky                 :الميل kk y,tf  
  

             yk+1 

 fالميل :                                  

  
  

  
  
  

                          tk                                       tk+1             t 

  
  ١- ٥شكل 
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ـــــدم إلـــــى النقطـــــة   ـــــي إجـــــراء آخـــــر شـــــبيه نتق وف








*
kk

2
1

2
1 y,t  فـــــي

 fباستخدام طريقة أويلر ، ثـم نأخـذ قيمـة  (halfway point)منتصف الخطوة 
  يلي:كما  fعند هذه النقطة لتكون هي 

)i( احسب قيمة التقريب عند نقطة المنتصف 

 kk2
h

k
*
k y,tfyy

2
1   

)ii( احسب قيمة المشتقة المتوسطة 







 

*
kk

2
1

2
1 y,tff 

)iii( تقدم إلى نهاية الخطوة 

fhyy k1k  

ــة  –وهــذا الإجــراء يعــرف باســم طريقــة أويلــر   modified)كوشــي المعدَّلَ

Euler – Cauchy method).  
  لتالي يوضح هذه الخوارزمية.والشكل ا

y 
                                                









*
kk

2
1

2
1 y,tf  الميل : 

          kk y,tf  yk+1                                                          الميل : 

 
                                          (1)                                     
                                                  (2) 
                         yk 
                                     f  الميل : 
                                          

2
h                               

2
h  

 

              tk                   
2
1kt                      1kt         t 

 ٢- ٥شكل 
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  ملاحظات:
 secondكـل مـن الطـريقتين السـابقتين تسـمى إجـراء مـن الرتبـة الثانيـة (  *)

order procedure ـــه يمكـــن إثبـــات ـــك لأن خطـــأ الاقتطـــاع  أن) ، وذل
 associated overall truncationالكلــي المصــاحب لأي منهمــا (

error هو ( 2hO  أي أنه يتناسب طرديا مع ]h2  عندما تؤولh  إلى
الصفر  0hashE 2   وهـذا يمثـل ميـزة واضـحة ، [distinct 

advantage)  .لأي من هاتين الطريقتين إذا قورنت بطريقة أويلر  
الطرق السابقة تُعَد حالات خاصـة من المجموعـة العامة من الطرق التـي   *)

 (Runge - Kutta proceduresكوتـا –يطلـق عليهـا: إجـراءات رونـج 
، والتي تذهب جميعها إلـى أطـوال متعـددة لحسـاب قيمـة مناسـبة للمشـتقة 

. وتعـد العلاقـات hعلـى الفــترة  f (average derivative)المتوسـطة 
أي الطــرق  –) ٢مــن الرتــب العاليــة (>  RKالرياضــية الخاصــة بطــرق 

علاقات رياضـية معقـدة. وعمومـا فـإن  –ذوات أخطاء الاقتطاع الصغيرة 
دت دقــة يشــتمل علــى خطــوات وحســابات أكثــر كلمــات زا fحســاب قيمــة 

  الطريقة.
ـــات الرياضـــي     mathematical)فيمـــا يلـــي نعطـــي الاســـتنتاج / الإثب

derivation)  للخوارزميتين السابقتين من الرتبة الثانيـة. ويمكـن اسـتنتاج طـرق
RK لة.اثذوات الرتب الأعلى بطريقة مم  

ـــــي  (weighted average): متوســـــط مـــــوزون  نفـــــرض أن    لقيمت
21مشتقتين  k,k  على الفترة 1kk t,t  :أي أن ،  

  = a k1 + b k2 

  حيث
 k1 = f (tk , yk). 

 k2 = f (tk + ph , yk + q h f (tk , yk)) 

      f (tk + ph , yk + q h k1) 



  

ثابتــان يــتم تحديــد قيمتيهمــا فيمــا بعــد. وهــذا يــؤدى إلــى خوارزميــة  p , qحيــث 
RK:  

 yk+1 = yk + h  

 yk+1 = yk + h (a k1 + b k2) 

  
  باتباع الخطوات التالية: a , b , p , qويتم تحديد قيم المجاهيل 

باســـتخدام متسلســـلة تـــايلور لدالـــة فـــي متغيـــرين ، مـــع  2kاكتـــب مفكـــوك  -
الأكبر من الواحد وبالتـالي  hإهمال جميع الحدود التي تحتوي على قوى 

1kyيلور لـ نحصل على مفكوك تا   حتىh2.  
اكتــب مفكـــوك  -   htyty k1k     بمتسلســلة تـــايلور حـــولtk 

 .h2وحتى 

ــــوى  - ــــة  hبمســــاواة الحــــدود ذوات ق المتماثل 210 h,h,h  فــــي مفكــــوكي
 1k1k ty,y   ـــى ثـــلاث معـــادلات فـــي أربعـــة الســـابقين نحصـــل عل

ك يمكننا تحديد قيمة اختياريـة لأحـد المجاهيـل (ملاحظـة: مجاهيل ، وبذل
الاختيــــار 

2
1b   يعطــــي الخوارزميــــة الأولــــى " طريقــــة هــــوين / أويلــــر

يعطـي الخوارزميـة الثانيـة " طريقـة أويلـر  b = 1المحسَّـنة " ، والاختيـار 
 كوشي المعدَّلة "). –

  ملاحظة : 
  ين يعطى بالعلاقة التالية :مفكوك تايلور لدالة في متغير   

       y,xfyy,xfy,xfy,xf x   

     



  y,xyyf2y,xxyf2y,xxxf2

2
1

 

  .O 3




   
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  
   

     2
kkykk

kktkk

kkkk2

hOy,tf.y,tqhf

y,tfhpy,tf

y,tfhqy,hptfk






 

   
    
      

 3

kkykkkkt
2

kkkkk

kk121k1k

hO

y,tf.y,tfqby,tfpbh

y,tfby,tfahy

,y,tfk;bkakhyy








 

        

     

1kk

!3
h

kk2
h

kkkk1k

tt

;y,fty,tf

ty,tfhtyhtyty
32











 

    kkk ty,tfhty   

        
  



y,f

ty,tf.ty,tfty,tf

!3
h

kkkkykkt2
h

3

2

 

كــوكي المختلفــة فــي مف hوبمســاواة معــاملات قــوى  1k1k ty,y   نحصــل
  على العلاقات التالية:

 
      kkkk

1
kk

0

ty,tfy,tfba:h

tyy:h




 

     
         kkkkykkt2

1

kkkkykkt
2

ty,tf.ty,tfty,tf

y,tf.y,tbqfy,tbpf:h




 

بفرض أن   kk tyy   وأننـا نريـد تسـاوي معـاملي ،h2  لجميـع الـدوال
القابلة للتفاضل المناسبة  y,tf : فإننا نحصل على ،  

a + b = 1 

b p = 
2
1  



  

b q = 
2
1  

b2
1qp;1ba   

ـــدينا    مجاهيـــل. فيمكننـــا تحديـــد أي قيمـــة  ٤معـــادلات فـــي  ٣أي أصـــبح ل
  .bاختيارية لأحد هذه المجاهيل ، وليكن 

)i( الاختيار الأول 

 1qp,ab
2
1

2
1  

    kkkkkk2
h

k1k y,thfy,htfy,tfyy   
  قة يمكن كتابتها في الصورة التالية:وهذه العلا

fhyy k1k          (5) 

  حيث
  



 







 *
1ky,1ktfky,ktf

2
1f     (6) 

  حيث
 kkk

*
1k y,tfhyy        (7) 

أي أننا نحصل على طريقة أويلر المحسَّنة / طريقة هوين / طريقة تنبؤ   
  وتصحيح.
  ملاحظة:  

 predicting)أنهـــا معادلـــة تنبـــؤ ) علـــى 7يمكـــن أن ننظـــر للعلاقـــة (  

equation)  ــــ *)1(ل
1ky   1(أي التقريـــب الأول لقيمـــةky  ومـــن المعـــادلتين ، (

  فإن المعادلة  (5)،  (6)
  



 








*

1ky,ktfky,ktf
2
h

ky1ky  

ـــا  مـــن  (sequence)لتعطـــي متتاليـــة  (iteratively)يمكـــن أن تســـتخدم تكراري
1kyقيم    المصححة(corrected values) :  

1k
)m(*

1k
)3(*
1k

)2(*
1k y,y,...,y,y   
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)ii( الاختيار الثاني  


2
1qp,0a1b  

 
    kkkkkkk

21k1k

y,tqhfy,phtfby,tfahy

bkakhyy




  kk2
h

k2
h

kk1k y,tfy,tfhyy   

  وهذه العلاقة يمكن كتابتها في الصورة التالية:
fhyy k1k         (8) 

  حيث 







 

*
kk

2
1

2
1 y,tff       (9) 

  حيث
 kk2

h
k

*
k

y,tfyy
2
1        (10) 

  كوشي المعدَّلة.  –وهذه هي خوارزمية أويلر   
  ذوات الرتب الأعلى بطريقة مماثلة. RKويمكننا استنتاج طرق 

  
  
  

  كوتا العامة من الرتبة النونية –طريقة رونج 
(General nth order RK method) 

  
  

  يقة هي:الصيغة العامة لهذه الطر 
,hyy k1k   

  حيث
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 1n1n,n22n11nknkn khkhkhy,htfk  



n21أي أن  k,,k,k   هي تقريبات للمشتقات عند نقاط مختلفة على فترة
التكامل  1kk t,t  وابت. ولتحديد الث  

wi , j , kl (i=1,2,…,n ;  j=2,3,…,n ; k=2,3,…,n ; 
  i=2,3,...,n ; nk1;n,...,2,1   ) 

      (وعدد هذه الثوابت  
2

2n3n2 : (  
n21أوجد مفكـوك متسلسـلة تـايلور لكـل مـن  )أ ( k,,k,k   حـول kk y,t 

1kyعوض هذه المفكوكات في معادلة كدالة في متغيرين ، ثم  .  
أوجد مفكوك  )ب (   htyty k1k   كمتسلسلة تايلور حولkt. 

فــــــــــــي مفكــــــــــــوكي  hnالمختلفــــــــــــة حتــــــــــــى  hبمســــــــــــاواة معــــــــــــاملات قــــــــــــوى  )ج (
 1k1k ty,y   نحصــل علــى عــدد مــن المعــادلات فــي عــدد أكبــر مــن

ولـــذا فإننـــا نضـــع قيمـــا اختياريـــة لـــبعض المجاهيـــل ونعـــين قـــيم  المجاهيـــل ،
 المجاهيل الأخرى.

  
   (RK3)كوتا من الرتبة الثالثة  –طريقة رونج 

مـــن  RKلمجموعـــة معينـــة مـــن الثوابـــت تصـــبح الصـــيغة العامـــة لطريقـــة   
  الرتبة الثالثة :

  ;ff4fyy 3216
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  حيث
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تـؤول  RK3فقـط ، فـإن هـذه الطريقـة  tدالـة فـي  f(t , y)كانـت يلاحظ أنه إذا 
  إلى قاعدة سمبسون :
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  كوتا من الرتبة الرابعة –طريقة رونج 
مـــن الرتبـــة الرابعـــة [أي أن  RKاســـتخداما هـــي طريقـــة  RKأكثـــر طـــرق   

ي ، أو أن خطـــأ الاقتطـــاع الكلـــي فـــ O(h5)خطـــأ الاقتطـــاع المحلـــي فـــي حـــدود 
، أي أن دقــة هــذه الطريقــة مكافئــة لدقــة طريقــة تــايلور مــن الرتبــة  O(h4)حــدود 

الرابعــة] . وقــد اقتُرحــت عــدة طــرق مــن هــذه الرتبــة الرابعــة ، كــل منهــا تســتخدم 
،  (parameters / constants)مجموعــة مختلفــة مــن الوســطاء / الثوابــت 

الطـرق اسـتخداما وذلك لتحقيق بعض المميزات. وهنـاك طريقتـان مـن أكثـر هـذه 
.  (Gill)والأخرى تنسب إلى "جِل"  (Runge)، إحداهما تنُسب إلى " رونج " 

ولعـــل الطريقـــة التـــي تســـتخدم ثوابـــت " جِـــل " هـــي أكثـــر الطـــرق أحاديـــة الخطـــوة 
(single step methods)  .اســـتخداما لحـــل المعـــادلات التفاضـــلية العاديـــة

 temporary)حيــز المؤقــت أساســا لتقليــل ال اختيــرتوكانــت ثوابــت جِــل قــد 

storage)  المطلـــوب لحـــل نظـــم المعـــادلات أحاديـــة الرتبـــة ذات الحجـــم الكبيـــر
(sizeable systems of first-order equations).  

 )i طريقة  (RK :من الرتبة الرابعة باستخدام ثوابت رونج  
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أو  (standard RK method)القياســية  RKوســنطلق عليهــا طريقــة   
  .RK4طريقة 
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هذه الطريقة تؤول إلى قاعدة سمبسون عنـدما تكـون  أنولاحظ مرة أخرى   
 y,tf  دالة فيt :فقط  
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 )ii طريقـــــــة  (RK  ـــــــت ـــــــة الرابعـــــــة باســـــــتخدام ثواب مـــــــن الرتب
  جِِ◌ِ◌ِ◌ِ◌ِ◌ِ◌ل:
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                                    f1 : الميل 
                                          f2  f2 : الميل 
 



  

                                            f3  f3 : الميل 
               yk 

                                             f4 : الميل 
                         

2
h                    

2
h  

                tk                                       tk+1 
  ٣- ٥شكل 

  
1kyكوتـا مـن الرتبـة الرابعـة هـو حسـاب قيمـة  –وأساس طريقـة رونـج     

 استخدام العلاقة التالية:ب

,kwkwkwkwyy 44332211k1k     (11) 

  حيث :
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  (12) 

ـــة    ـــايلور مـــن الرتب وبمقارنـــة المعـــاملات مـــع معـــاملات طريقـــة متسلســـلة ت
، حصـل  O(h5)حتى يكون خطـأ الاقتطـاع المحلـي مـن الرتبـة  N = 4الرابعة 

  التالي: (system of equations)رونج وكوتا على نظام المعادلات 
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  متغير / مجهول: ١٣معادلة في  ١١ويحتوى هذا النظام على 

  
4321621321 w,w,w,w,b,...,b,b,a,a,a  

ونحتــــاج لشــــرطين إضــــافيين لحــــل هــــذا النظــــام. وقــــد وجــــد أن الشــــرطين   
  التاليين هما من أفيد الاختيارات (ويؤديان إلى ثوابت رونج) :

0b,a 22
1

1         (14) 

  وبالتالي يؤدي حل النظام إلى القيم التالية لباقي المتغيرات:
,1b,0b,0b,b,b,1a,a 6542
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فــي العلاقــات المــذكورة فــي  (15) , (14)وبتعــويض القــيم المعطــاة فــي 
 standard)اسـية كوتـا القي –نحصل علـى صـيغة طريقـة رونـج  (11) , (12)

R-K method)  من الرتبة الرابعةN = 4 :والتي نلخصها فيما يلي ،  
  (t0 , y0) (initial point)ابدأ بالنقطة الابتدائية  -
 :(sequence of approximations)قم بتوليد متتالية التقريبات  -
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  حيث
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  :١-٥ مثال
أوجــد حــل مســألة القيمــة  RK4كوتــا القياســية  –باســتخدام طريقــة رونــج   

  الابتدائية
    00y,4.0,0t;y1y 2   

  .h = 0.2متخذا حجم الخطوة 
  الحل :
  . y0من  y1أولا :  حساب   
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  . y1من  y2حساب   ثانيا :  
?y,4.0t,2027074.0y,2.0t 2211   
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  ملاحظة :
  لإيجاد الحل المضبوط :  

 
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  . (correct decimals 5)أي أن هناك خمسة أرقام عشرية صحيحة 
 

5
2 10*42.00000042.0EError

4227931.04.0tan4.0y


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  . (correct decimals 5)أي أن هناك خمسة أرقام عشرية صحيحة 
  

  :كوتا القياسية  –مناقشة طريقة رونج 
خـلال الفتـرة  y = y(t) (solution curve)إذا نظرنا إلى منحنى الحـل   

فـي   (function values)فإننا نلاحظ أن قيم الدالـة [ t0 , t1 ]الجزئية الأولى 
ـــــــات  (17)المعـــــــادلات  ـــــــل  (approximations)هـــــــي تقريب ـــــــيم المي  لق

(slopes) أ):-٤-٥لهذا المنحنى. (انظر شكل  
f1 : الميل عند جهة اليسار

f2 , f3 : تقديران للميل عند الوسط



  

f4 : الميل عند جهة اليمين

  بمكاملة دالة الميل (t1 , y1)ويمكننا الحصول على النقطة التالية 

      
1

0

t

t
01 .dtty,tftyty     (18) 

فإننـا  h/2بحجم خطوة  (Simpson’s rule)فإذا طبقنا قاعدة سمبسون   
  :(18)عطي قيمة تقريبية للتكامل في نحصل على العلاقة التالية التي ت

 
 

  (أ)
  

  y = y(t)لمنحنى الحل  mj (predicted slopes)قيم الميل المتوقعة 
  
  

  (ب)
  

  : (integral approximation)تقريب التكامل 
  

   43216
h

01 ff2f2fyty  

  

 (ب)  (أ)
 

  ٤- ٥شكل 
  y = y(t)المنحنى  )أ (
 z = f(t , y(t))المنحنى  )ب (

             ,1t

0t
1ty , 1tf1/2ty , 1/2tf40ty , 0tf

6
hdtty ,t f   (19) 



  

.  (midpoint of the interval)هــي نقطــة منتصــف الفتــرة  2/1tحيــث 
  ونحتاج هنا لثلاث قيم للدالة ، وسنقوم بإجراء الاختيارات التالية:
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، والتـــي تُســـتخدم بـــدورها فـــي المعادلـــة  (19)وبتعـــويض هـــذه القـــيم فـــي العلاقـــة 
  : y1على نحصل  (18)

 




  

42
ff4
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h

01 ffyy 32   (20) 

. ويبين شكل   k = 0حيث  (16)وبتبسيط هذه الصيغة نحصل على العلاقة 
  .(19)(ب) منحنى التكامل الوارد في العلاقة -٤- ٥
  

  العلاقة بين حجم الخطوة والخطأ
(Step Size versus Error) 

وة فـــي قاعـــدة سمبســـون حيـــث حجـــم الخطـــ (error term)حـــد الخطـــأ   
  يعطى بالصيغة : h/2يساوي 

  
2880
h

1
4 5

cy       (21) 

، فبعـد  (21)فإذا كان الخطأ الوحيد في كل خطوة هو هذا الخطـأ المعطـى فـي 
فــي  (accumulated error)مــن الخطــوات يكــون الخطــأ المتــراكم  Mعــدد 

  هو : RK4طريقة 
       .hOhcycy 444

5760
ab

2880
h

M

1k
k

4 5
 


  (22) 

وحجــم  FGEالعلاقــة بــين الخطــأ الشــامل النهــائي  النظريــة التاليــة تحــدد  
الخطوة ، وهي تستخدم لإعطاء فكرة عن مدى الجهـد المطلـوب بذلـه فـي إجـراء 

  .RK4الحسابات عند استخدام طريقة 



  

  
  كوتا) –(دقة طريقة رونج  ١-٥نظرية 

(Precision of Runge – Kutta Method) 

. إذا كانـــــــــت هـــــــــي حـــــــــل مســـــــــألة القيمـــــــــة الابتدائيـــــــــة y(t)نفـــــــــرض أن   
   b,tCty 0

5     وكانت  
   M,,2,1,0k;y,t kk   

التــي تولــدها  (sequence of approximations)هــي متتابعــة التقريبــات 
  فإن :   RK4طريقة   

   
     .hOy,thTyty

.hOytye

5
kknk1k1k

4
kkk







 (23) 

  عند نهاية الفترة فإنه يحقق العلاقة FGEوأما الخطأ الشامل النهائي  
      .hOybyh,byE 4

M     (24) 

. وإذا ١-٥) يوضحان نظريـة ٣-٥، مثال  ٢-٥المثالان التاليان (مثال   
، فإننـا نحصـل  h , h/2فرضنا أن التقريبات ستحسـب باسـتخدام حجمـي خطـوة 

  على كل من العلاقتين:
   .Chh,byE 4     (25) 

  ، h)(لحجم الخطوة الكبير 
      .h,byEChC,byE

16
14

16
1

16
h

2
h 4

  (26) 
هــي أنــه إذا تــم تقليــل حجــم الخطــوة فــي طريقــة  ١-٥وبالتــالي فــإن فكــرة نظريــة 

RK4  إلـــى نصـــف قيمتــــه فإننـــا نتوقــــع أن يقـــل الخطـــأ الشــــامل النهـــائي الكلــــي
overall FGE  إلى

16
  من قيمته. 1

  
  :٢-٥مثال 

  لحل مسألة القيمة الابتدائية RK4استخدم طريقة   



  

  ;2/yty     ,3,0t    10y   

قارن بين الحلول لقيم حجم الخطوة 
8
1

4
1

2
1 ,,,1h   

  الحل :
الجدول التالي يعطي قيم الحل عند بعض النقاط المختـارة. وكمثـال علـى   

عنـــدما يكـــون  y1طريقـــة إجـــراء الحســـابات نوضـــح فيمـــا يلـــي كيفيـــة إيجـــاد قيمـــة 
  .h = 0.25لخطوة  حجم ا

   

   

  

   

.8974915.0

25.00.1y

,3234863.0f

,4121094.0f

,40625.0f

,5.0f

6
3234863.04121094.0240625.025.0

1

2
4121094.025.0125.0

4

2
40625.05.025.01125.0

3

2
5.05.025.01125.0

2

2
0.10.0

1























 

tk 
yk y(tk) 

Exact h=1 2
1h   

4
1h   

8
1h   

0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 
0.125    0.9432392 0.9432392 
0.25   0.8974915 0.8974908 0.8974917 
0.375    0.8620874 0.8620874 
0.50  0.8364258 0.8364037 0.8364024 0.8364023 
0.75   0.8118696 0.8118679 0.8118678 
1.00 0.8203125 0.8196285 0.8195940 0.8195921 0.8195920 
1.50  0.9171423 0.9171021 0.9170998 0.9170997 
2.00 1.1045125 1.1036826 1.1036408 1.1036385 1.1036383 
2.50  1.3595575 1.3595168 1.3595145 1.3595144 
3.00 1.6701860 1.6694308 1.6693928 1.6693906 1.6693905 

 

  : ٣-٥مثال 



  

 RK4عنــدما نطبــق طريقــة  FGEقــارن بــين قــيم الخطــأ الشــامل النهــائي   
 لحل مسألة القيمة الابتدائية

  ;2/yty     ,3,0t    10y   

  باستخدام قيم حجم الخطوة :

8
1

4
1

2
1 ,,,1h   

  الحل :
المقابلـــة للقـــيم  FGEطـــأ الشـــامل النهـــائي الجـــدول التـــالي يعطـــي قـــيم الخ  

  y(3) ، ومنــه يتبــين أن الخطــأ فــي تقريــب قيمــة    hالمختلفــة لحجــم الخطــوة 
يقل إلى نحو 

16
 من قيمته عندما يقل حجم الخطوة إلى نصف قيمته. 1

 
E(y(3) , h) = y(3) – yM = O(h4) ; C = -0.000614 

 
اتعدد الخطو حجم الخطوة  t=3 O(h4)=Ch4الخطأ عند   y(3)تقريب  

 حيث
C=-0.000614 

Step 
size, h 

Number of steps. 
M 

Approximation 
to y(3) , yM 

Error at t=3, 
 y(3) - yM 

1 3 1.6701860 -0.0007955 -0.0006140 

2
1  6 1.6694308 -0.0000403 -0.0000384 

4
1  12 1.6693928 -0.0000023 -0.0000024 

8
1  24 1.6693906 -0.0000001 -0.0000001 

 
يتبين لنا معنى العبارة  ٣-٤،  ٢- ٤بمثالي  ٣- ٥،  ٢- ٥بمقارنة مثالي 

 N-4طريقة متسلسلة تايلور من الرتبة  (simulates)تحاكي  RK4" طريقة 
مجموعات  (generate)لنا أن الطريقتين تولدان " . فمن هذه الأمثلة يتضح 

حلول متطابقة   kk y,t (identical solution sets)  عبر الفترة
عن طريقة تايلور بأننا لا نحتاج في طريقة  RK4المعطاة. وتتميز طريقة 



  

RK4  لحساب قيم أي مشتقات عالية(higher derivatives)  ولا تظهر ،
  المشتقات في البرنامج. أي صيغ لهذه

ولـــيس مـــن الســـهل عمومـــا تحديـــد الدقــــة التـــي حســـب بهـــا الحـــل بطريقـــة   
RK:ويمكننا لذلك .  

  .(22)ونستخدم الصيغة   y(4)(c)حجم   (estimate)إما أن نقدِّر  -
أو أن نكــرر تطبيــق الخوارزميــة مســتخدمين حجــم خطــوة أصــغر ونقــارن  -

 النتائج.

بعـد عـدة خطـوات ، كمـا هـو موضـح  أو أن نحدد حجم الخطوة المناسـب -
ـــة فيمـــا يلـــي).  RKF45فهلبـــرج  –كوتـــا  –فـــي خورازميـــة رونـــج  (المبين

وسنرى بإذن االله تعالى في الفصل القادم كيف نقوم بتغيير حجـم الخطـوة 
 .(multistep method)لطريقة متعددة الخطوات 

  
 (RKF45)فهلبرج   –كوتا  –طريقة رونج 

The Runge-Kutta-Fehlberg Method (RKF45) 
  

ـــــــة    ـــــــة حـــــــل مســـــــألة قيمـــــــة ابتدائي إحـــــــدى الطـــــــرق المتبعـــــــة لضـــــــمان دق
(guarantee accuracy in the solution of an IVP)  تعتمـد علـى حـل

 compare)ومقارنـة الحلـين  h , h/2المسـألة مـرتين باسـتخدام حجمـي خطـوة 

answers)  عنـــــــد كـــــــل مـــــــن نقـــــــاط الشـــــــبكة(mesh points)  المقابلـــــــة
(corresponding)  لحجم الخطوة الأكبرh ولكن ذلك يتطلب قدرا كبيرا مـن .

الحســابات لحجــم الخطــوة الأصــغر ، كمــا أنــه يتطلــب تكــرار العمليــة إذا رأينــا أن 
  اتفاق القيم (اتفاق الحلين) لم يكن بدرجة كافية مقبولة.

) RKF45فهلبـرج (والتـي سنشـير إليهـا بطريقـة -كوتـا-وتعد طريقة رونج  
ــــب علــــى تلــــك الصــــعوبة وحــــل هــــذه إحــــدى الطــــر  ــــة التغل ق المســــتخدمة لمحاول

يتحقـق مـن أن حجـم   procedureالمشكلة. وفكرة الطريقة هي استخدام إجـراء 



  

قد تم استخدامه ، وذلك عن طريق حسـاب ومقارنـة تقـريبين  hالخطوة المناسب 
 (two different approximations for the solution)مختلفـين للحـل 
. فــإن كــان الحــلان / التقريبــان متفقــين أو (at each step)وة عنــد كــل خطــ

فإننـا نقبـل هـذا التقريـب. وإن  (in close agreement)قـريبين مـن بعضـيهما 
 do not agree to a)ين لدرجــة معينــة مــن الدقــة قــكــان الحــلان غيــر متف

specified accuracy)  ـــا نقـــوم بتصـــغير حجـــم الخطـــوة. وأمـــا إن كـــان فإنن
 agree to)فقين لعدد من الأرقام المعنوية أكبر من العدد المطلـوب الحلان مت

more significant digits than required)  فإننــا نقــوم بتكبيــر حجــم ،
  الخطوة.
  وكل خطوة في هذه الطريقة تتطلب استخدام القيم الست التالية:  

 
 
   27,kky,hthf:k

,ky,hthf:k

,y,thf:k

232
9

132
3

k8
3

k3

14
1

k4
1

k2

kk1







 
 
 .kkkk2ky,hthf:k

,kkk8ky,hthf:k

,kkky,hthf:k

540
11

44104
1859

32565
3544

2127
8

k2
1

k6

44104
845

3513
3680

21216
439

kk5

32197
7296

22197
7200

12197
1932

k13
12

k4







 

ريبا لحل مسألة القيمة الابتدائية باستخدام طريقة حيث نحسب أولا تق  
  كوتا من الرتبة الرابعة: –رونج 

.kkkkyy 55
1

44104
2197

32565
1408

1216
25

k1k     (28) 
5431وهذه الطريقة تسـتخدم قـيم الدالـة الأربـع  k,k,k,k 2. ولاحـظ أنk  لا

  تستخدم في هذه الصيغة.
كوتــا  –ضــل لحــل المســألة باســتخدام طريقــة رونــج ثــم نحســب بعــد ذلــك تقريبــا أف

  من الرتبة الخامسة:
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.kkkkkyz 655
2

550
9

4430,56
561,28

3825,12
6656

1135
16

k1k  (29) 
 

فيمــكن تحــديده  s.h (optimal step size)وأمـا حجـم الخطـوة الأمثـل   
 h   (current stepبحجم الخطوة الحالي s (scalar)بضرب الثابت القياسي 

size)  حيث ،s :يعطى بالعلاقة  

4/1

yz

hTol

4/1

yz2
hTol

1k1k

1k1k

84.0

s
























     (30) 

 specified error)هو التفاوت المسموح به للتحكم في الخطأ  Tolحيث 

control tolerance).  
فيمكن الرجوع إليه في أحد المراجع المتقدمـة  (30)وأما استنتاج الصيغة   

فـــي التحليـــل العـــددي. والنقطـــة الهامـــة التـــي نحـــب أن نشـــير إليهـــا هنـــا هـــي أن 
ليس هو الأسلوب الأمثل لحل  (fixed step size)خطوة ثابت استخدام حجم 

  مسألة ما ، رغم أنه يعطي جدول قيم متتالية مرتبة تبدو في صورة أفضل.
  

  :٤-٥مثال 
  لحل مسألة القيمة الابتدائية: RKF45 , RK4قارن بين طريقتي   

;y1y 2    ,4.1,0t   .00y 

  الحل:
ــــد اســــتخدام برنــــامج لحــــل المســــألة بطريقــــة    وبأخــــذ القيمــــة  RKF45عن

5102Tol   لتفاوت التحكم في الخطأ ، فإن البرنامج يقوم تلقائيا بتغيير
حجـــم الخطــــوة وتوليــــد التقريبـــات العشــــر لحــــل المســـألة ، والمبينــــة فــــي الجــــدول 

  التالي:
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k tk 
 الحل التقريبي

RKF45 approximation 
yk 

 الحل الصحيح
True solution, 
y(tk) = tan(tk) 

  الخطأ
Error, 

y(tk) – yk 

0 0.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
1 0.2 0.2027100 0.2027100 0.0000000 
2 0.4 0.4227933 0.4227931 -0.0000002 
3 0.6 0.6841376 0.6841368 -0.0000008 
4 0.8 1.0296434 1.0296386 -0.0000048 
5 1.0 1.5574398 1.5774077 -0.0000321 
6 1.1 1.9648085 1.9647597 -0.0000488 
7 1.2 2.5722408 2.5721516 -0.0000892 
8 1.3 3.6023295 3.6021024 -0.0002271 
9 1.35 4.4555714 4.4552218 -0.0003496 
10 1.4 5.7985045 5.7978837 -0.0006208 

 لةالمسأ حل جدول  00y  ,y1y 2     بطريقةRKF45 

وبأخــــذ حجــــم  RK4وأمــــا عنــــد اســــتخدام برنــــامج لحــــل المســــألة بطريقــــة 
 a priori step size (h = 0.1الخطـوة الثابـت (المحـدد سـابقا / الافتراضـي 

فيمـا بينهـا ،  تقريبا عند النقاط المتساوية المسافات ١٤فإن البرنامج يقوم بتوليد 
  كما هو مبين في الجدول التالي:

k tk 
 الحل التقريبي

RK4 approximation
yk 

 الحل الصحيح
True solution,
y(tk) = tan(tk) 

  الخطأ
Error, 

y(tk) – yk 

0 0.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
1 0.1 0.1003346 0.1003347 0.0000001 
2 0.2 0.2027099 0.2027100 0.0000001 
3 0.3 0.3093360 0.3093362 0.0000002 
4 0.4 0.4227930 0.4227932 0.0000002 
5 0.5 0.5463023 0.5463025 0.0000002 
6 0.6 0.6841368 0.6841368 0.0000000 
7 0.7 0.8422886 0.8422884 -0.0000002 
8 0.8 1.0296391 1.0296386 -0.0000005 
9 0.9 1.2601588 1.2601582 -0.0000006 
10 1.0 1.5574064 1.5574077 0.0000013 
11 1.1 1.9647466 1.9647597 0.0000131 
12 1.2 2.5720718 2.5721516 0.0000798 
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13 1.3 3.6015634 3.6021024 0.0005390 
14 1.4 5.7919748 5.7978837 0.0059089 

 المسألة حل جدول  00y  ,y1y 2     بطريقةRK4 

نلاحـظ  1.4 (endpoint)وبمقارنة الحلين / التقريبين عند نقطة النهايـة 
  ما يلي:
 :RKF45باستخدام طريقة   )١

  7985045.5y4.1y 10   
0006208.0EError 10   

 : RK4باستخدام طريقة  )٢

  7919748.5y4.1y 14   
0059089.0EError 14   

  .RKF45ومن ذلك يتبين لنا أن الخطأ يكون أقل عند استخدام طريقة 
*    *    *  

  
  RKخطأ الاقتطاع والاستقرار والتحكم في حجم الخطوة في خوارزميات 

Truncation error, Stability, and Step-size control 
in RK algorithms 

  
تكـــــون صـــــيغة خطـــــأ الاقتطـــــاع  (RK4)ياســـــية الق RKفـــــي خوارزميـــــة   

  :(local truncation error)المحلي 
et = K h5 + O (h6) 

صــغيرة صــغرا كافيــا  hومشــتقاتها الجزئيــة. فــإذا كانــت  fيعتمــد علــى  Kحيــث 
(sufficiently small)  فـــإن الخطـــأ يكـــون محكومـــا(dominated)  بالحـــد

  الأول.
 

  (Step-size control)التحكم في حجم الخطوة  



  

 some)نحتـاج لتقـدير مـا للخطـأ  hلاختيار قيمة مناسبة لحجم الخطـوة   

estimate of the error)  عنـد المكاملـة عبـر خطـوة واحـدة(integrating 

across one step) ونلاحــظ أنــه مــن ناحيــةٍ فــإن حجــم الخطــوة .h  يجــب أن
 required)يكـــــون صـــــغيرا صـــــغرا يكفـــــي للوصـــــول إلـــــى الدقـــــة المطلوبـــــة 

accuracy)  ومن ناحية أخرى فإن حجـم الخطـوة .h  يجـب أن يكـون أكبـر مـا
[ وهـي دالـة فـي عـدد  (rounding errors)يمكـن للـتحكم فـي أخطـاء التقريـب 

  ].(arithmetic operations performed)العمليات الحسابية التي نجريها 
 excessive number)ولتجنـب حسـاب قـيم عـدد كبيـر مـن المشـتقات   

of derivative evaluations)  خاصــة عنــدما تكــون المعادلــة التفاضــلية ،
 substantial computing)معقدة وكل مشـتقة تتطلـب وقتـا طـويلا لحسـابها 

time)  ويلاحــــظ أن المشــــتقة تُحســــب لهــــا أربــــع قــــيم فــــي كــــل خطــــوة تكامــــل .
(integration step).  

  
  RKتقدير الخطأ في طريقة 

(Error estimate for RK method) 
وإحـــدى الوســـائل للوصـــول إلـــى حـــل لهـــذه المســـألة أن نفتـــرض أن خطـــأ 

الاقتطـــاع المحلـــي  te  صـــيغتهKh5  وأنـــه هـــو العنصـــر الغالـــب فـــي التغيـــر
 (dominates the change in total error)الـذي يحـدث فـي الخطـأ الكلـي 

لاقتطـــاع المحلـــي لخطـــأ ا (estimate)فـــي الخطـــوة. ثـــم نســـتطيع إيجـــاد تقـــدير 
 te  بــإجراء التكامــل بــين نقطتــين (مــثلاxi , xj باســتخدام حجمــي خطــوة (

علـى  –. ونفـرض أن الحلـين المقـابلين همـا yjلحسـاب قيمـة  h1 , h2مختلفـين 
j,2j,1 –الترتيـــــــب  y , y وإذا فرضـــــــنا أن الحـــــــل المضـــــــبوط هـــــــو . jxy  ، 

 Richardson extrapolation)فبتطبيــق طريقــة ريتشاردســون للاســتيفاء 

technique) :نحصل على ما يلي  
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 
1

ij

h

xx5
11,jj Khyxy


       (31) 

 
2

ij

h

xx5
22,jj Khyxy


       (32) 

  ومن هاتين العلاقتين نستنتج أن:
   

4
2

2,jj
4
1

1,jj

Kh

yxy

Kh

yxy 
  

    2,jj

4

h
h

1,jj yxyyxy
2

1 




  

فإذا فرضنا أن 
2

1
h
h

r  :فنحصل على ،  

  2,jy4r1,jy4r1jxy 



   

 
4

2,j
4

1,j

r1

yry
jxy




  

فإذا اخترنا 
2

h
2

1h   أي أن ،r = 2  :فإن ،  

 
15

y16y
j

2,j1,jxy



  
1ijوبفرض أن  hxx  

 j = i + 1  أي أن 

  على العلاقة  (31)فنحصل من المعادلة 
  5

11,jj hKyxy   
  وبالتالي فإن خطأ الاقتطاع المحلي يعطى بالعلاقة

 

 
 1,1i2,1i15

16

1,j2,j15
16

15

y15y16y

1,jj
5
1t

yy

yy

yxyhKete

1,j2,j1,j













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 accumulated)للخطــأ المتــراكم  (bound)ومــن الصــعب تعيــين حــد   

error)  كوتا. وعموما إذا كـان خطـأ الاقتطـاع المحلـي  –في خوارزميات رونج
فـــإن  O(hm+1)د فـــي حـــدو  (one-step method)لطريقـــة أحاديـــة الخطـــوة 

  .O(hm)الخطأ المتراكم سيكون في حدود 
  ، أي أن: (convergent)تقاربية  RKويمكن إثبات أن جميع طرق   

   0tyylim ii
0h




  

  (Stability)الاستقرار 
ومـــن المعـــايير الأخــــرى التـــي نرجــــع إليهـــا عنـــد اختيــــار خوارزميـــة لحــــل   

  ار الاستقرار.معادلة تفاضلية معطاة مع شروط ابتدائية معي
  تعريف:

ــر مســتقر يقــال لحــلٍّ مــا إنــه    إذا كانــت الأخطــاء التــي  (unstable)غي
تنشأ عند أي مرحلـة مـن مراحـل الحسـابات [ إمـا بسـبب خطـأ الاقتطـاع المحلـي 

 te  أو أخطــــاء التقريــــب(round off errors)  أو الشــــروط الابتدائيــــة
] تنتشــــــر بــــــلا حــــــدود  (erroneous initial conditions)الخاطئــــــة 

(propagate without bound)  أي تزيـد بسـرعة [(increase rapidly) 
 unwanted)خلال مراحل الحسابات التاليـة ، فينشـأ عنهـا حـل غيـر مطلـوب 

solution)  يكتسح / يفوق / يغرق(swamps) .الحل المطلوب  
شـروط ابتدائيــة  مــع (certain D.E.s)وهنـاك معـادلات تفاضــلية معينـة   

لا يمكـــن أن تُحـــل بـــأي إجـــراء  (specified initial conditions)محـــددة 
بــدون  (step by step integration procedure)تكامــل خطــوة خطــوة 

ويقـــال لهـــذه  (without exhibiting instability)إظهـــار عـــدم اســـتقرار 
لهــا ومتأصــل  المعــادلات إنهــا غيــر مســتقرة بــذاتها أو إن عــدم الاســتقرار مــلازم

  . مثلا المعادلة التفاضلية (inherently unstable)فيها 
    00dt

dy
yty;yty,tf   
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  هو: (general analytical solution)حلها التحليلي العام 
    tt

00 eeyt11tty 0  
يجعــل المقــدار  y(0) = -1والشــرط الابتــدائي   0t

00 eyt1A  
،  (vanish)] يختفي / يتلاشـى (exponential term)[وبالتالي الحد الأسِّي 

. ولكـن أثنـاء الحسـابات هنـاك احتمـال كبيـر y(t) = -t -1وذلـك يعطـي الحـل 
 local)لإدخــال هــذا الحــد الأسِّــي . وحتــى لــو كــان عامــل الضــرب المحلــي 

multiple of) et  صغيرا فإن أي خطأ ناشئ [مثلا بسبب تغير بسيط جدا فـي
] ســوف ينمـو ويكبــر بســرعة y(0) = -0.99999أن تكــون الشـرط الابتــدائي كـ

(grow rapidly)  ويكتسـح الحـل المطلـوب(–t –1)  ويسـبب تغيـرا كبيـرا فـي
الكبيــرة. وحتــى إذا كــان  tقيمــة الحــل (وحتــى فــي إشــارته فــي هــذه الحالــة) لقــيم 

الشــــرط الابتــــدائي خاليــــا مــــن أي أخطــــاء فــــي الخطــــوة الأولــــى ، فــــإن الشــــروط 
ي الخطــوات التاليــة ســوف تحتــوي علــى أخطــاء ناشــئة عــن أخطــاء الابتدائيــة فــ

الاقتطاع وأخطاء التقريب في الخطوات السابقة ، وبالتالي فإن الحـل المحسـوب 
(calculated solution)  لقيمt  الكبيرة سوف لا يشبه الحـل المضـبوط. وهـذه

 هــي النتيجــة التــي سنصــل إليهــا عنــد حــل مثــل هــذه المعادلــة باســتخدام إحــدى
. أي أن الاســـتقرار الـــذاتي (one-step methods)الطـــرق أحاديـــة الخطـــوة 

(inherent stability)  خاصــــية مرتبطــــة بالمعادلــــة التــــي نحلهــــا والشــــروط
الابتدائيـــة المعطـــاة ، ولا تعتمـــد علـــى الخوارزميـــة الخاصـــة التـــي نســـتخدمها فـــي 

  الحل.
  

 (partial instability)عدم الاستقرار الجزئي 

والـذي سنشـرح معنـاه بـإذن االله فيمـا يلـي  –م الاسـتقرار الجزئـي يعتمد عـد  
على المعادلة التفاضلية والشروط الابتدائية والطريقة الخاصة أحادية الخطـوة  –

لهــــا علاقــــة بحجــــم  (phenomenon)المســــتخدمة فــــي الحــــل. وهــــذه الظــــاهرة 
  الخطوة المختار ، وسنشرحها بدراسة خوارزمية أويلر.
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تــراكم الخطــأ فــي طريقــة أويلــر حصــلنا علــى المعادلــة  فــي برهــان نظريــة  
  .tkوالخطأ الكلي عند  tk+1التالية التي تعطي علاقة بين الخطأ الكلي عند 

        
 1kk

2
h

kkkkk1kk

t,t

,y,fty,tfy,tfh
2









  
 diff. Mean value)وبتطبيـــق نظريـــة القيمـــة المتوســـطة فـــي التفاضـــل 

theorem):  
    

    kk,y
f

tyy
ty,tfy,tf

y,ty;
ktkk

kkkk  



  

     
 ,ty
f

kkkkk k
.ty,tfy,tf  

  ,y,fh1
2

h
,ty

f
k1k

2

k






  


  

    kk1kk y,ty,t,t    

الحــد الأول  




  


,ty

f
k k

h1  يمثــل مســاهمة الخطــأ المتــراكم فــي الخطــأ

، والحــد الثــاني   tk+1عنــد    y,f
2

h2    يمثــل خطــأ الاقتطــاع المحلــي
 te.  

  0فإن كانت
y
f 

  فإنه يمكننا أن نجد قيمة لحجم الخطوةh  بحيـث يكـون

1h1
y
f  
  وبالتالي فإن الخطأ يتجه للتناقص أو التلاشي ،(error 

tends to diminish or die out). 

  0وأما إن كان
y
f 
  1فيكونh1P

y
f  
  أي أن الخطـأ عنـد ،tk 

،  k، وتــزداد قيمتــه عنــد اجتيازنــا الخطــوة رقــم  (amplified)ســوف يُكبَّــر 
حتــى فــي  –. إلا أنــه (instability)وبــذا يتجــه الحــل إلــى عــدم الاســتقرار 

قد يكون ممكنا التحكم في الخطأ المتراكم خاصة في المرحلة  –هذه الحالة 
صـــغرا  hولـــى مـــن التكامـــل وذلـــك باختيـــار قيمـــة صـــغيرة لحجـــم الخطـــوة الأ
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ـــــا ، أ ـــــر كافي ـــــراكم / التكبي ـــــة جعـــــل قيمـــــة معامـــــل الانتشـــــار / الت ي بمحاول
(amplification / accumulation / propagation factor) 





  


y
fh1P .قريبة من الواحد 

  
0وإذا فرضــــنا أن 

y
f 
  وتســــاوي مقــــدارا ثابتــــا(constant)  بحيــــث أن ،

h1Pمعامـــل الانتشـــار    وأن الخطـــأ يـــزداد بـــلا حـــدود كلمـــا ازدادت
  ، وفرضنا أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية xقيمة 

    00dt
dy yty,y2y,tfy   

  والتي حلها هو 
   0tt2

0 eyty   
 unbounded)فلـــيس مـــن الضـــروري أن يـــؤدي نمـــو الخطـــأ غيـــر المحـــدود 

growth of the error) عددي المحسوب غير صحيح إلى أن يصبح الحل ال
. فالمقيــاس المهــم tغيــر محــدود كلمــا زادت  نفســه، وذلــك لأن الحــل الصــحيح 

(important criterion)  لــــدينا لــــيس أن يكــــون الخطــــأ المطلــــقk 

(absolute error)  محدودا(bounded)  ولكن هـو ألا يزيـد الخطـأ النسـبي ،
(relative error) kk y/ .زيادة كبيرة  

  :٥-٥مثال 
عنــدما  (stable system)التــي تــؤدي إلــى نظــام مســتقر  hأوجــد قــيم   

  نحل مسألة القيمة الابتدائية
  0dt

dy y0y;y10   
 ثنائية الرتبة (طريقة هوين / طريقة أويلر المحسَّنة) RKطريقة   (i)باستخدام 

          (ii)  طريقةRK4 ية)(القياس  
  الحل :

)i( باستخدام طريقة هوين / طريقة أويلر المحسنة 
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     
     

 2
k

kkk2
h

k

kkk1kkk2
h

k1k

h50h101y

y10hy10y10y

y,thfy,tfy,tfyy





 

 

0y2h50h1011y 



   

0y22h50h1012y 



   

 
0

1k
0

2
11k

y

yh50h101yy
1k











 

2h50h101حيث     لاحظ أن)  جزء من مفكوكh10e.(  
 grows)محســـوب ســـينمو بـــلا حـــدود فـــإن الحـــل ال | > 1|إذا كانـــت 

unboundedly)  أي يـــزداد بســـرعة وســـيكون ســـلوكه مختلفـــا تمامـــا عـــن الحـــل
y0eالصحيح 

-10t  ولذلك فحتى يكون النظام مستقرا يجب أن يتحقق الشرط  
1stability   

1h50h1011 2   

2.0h01h50h101 2   

 1h50h101 2   h لاقة صحيحة لجميع قيم الع  

2.0h01  

2.0h0أي أن شرط استقرار النظام هو  .  
)ii(  باستخدام طريقةRK4 :القياسية 

  هذه الطريقة تؤدي إلى العلاقة

  0
1k4

3
12503

3
5002

1k yhhh50h101y


   
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             
          1.0 

 
                                              RK2 
          0.5 
                                                RK4 
                                                                                        h 
 
                                                                0.2     0.27    

  ٥- ٥شكل 
  4RK,2RK:1استقرار طريقتي  شرط

  
يتبــــــين لنــــــا شــــــرط فتــــــرة الاســــــتقرار  ٥-٥مــــــن منحنــــــى كــــــالمبين بشــــــكل 

7.2khy  وعمومـــا ، بالنســـبة للنظـــام . 0kyky    فـــإن
7.2hk0القياسية تتطلب الشرط  RK4طريقة   .حتى يتحقق الاستقرار  

  
*    *    *  

  
 ,RK4وفـــي ختـــام هـــذا الفصـــل نلخـــص خوارزميـــة كـــل مـــن طريقتـــي   

RKF45.  
  

  (RK4)كوتا من الرتبة الرابعة  –خوارزمية طريقة رونج 
  لإيجاد حل تقريبي لمسألة القيمة الابتدائية  

y = f(t,y) ; t [a,b] , y(a) = y0 

  باستخدام الصيغة
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 43216
h

k1k KK2K2Kyy   
 INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
 INPUT M {Number of steps} 
 H := [B – A]/M {Compute the step size} 
 T(0) := A {Initialize the value} 
   
FOR J = 0 TO M-1 DO  
 T := T(J) and Y := Y(J) {Local variables} 
 K1 := H*F(T,Y) {Function value at tj} 
 K2 := H*F(T+H/2, Y + 0.5*K1) {Function value at tj+1/2} 
 K3 := H*F(T+H/2, Y + 0.5*K2) {Function value at tj+1} 
 K4 := H*F(T+H, Y + K3) {Integrate f(t,y)} 
 Y(J+1) := Y+ [K1 + 2* K2 + 2* K3 + K4]/6 {Generate the mesh point} 
 T(J+1) := A + H*[J + 1]  
   
FOR J = 0  TO  M  DO {Output} 
 PRINT T(J), Y(J)  

 

  (RKF45)فهلبرج  –كوتا  –خوارزمية طريقة رونج 
  لإيجاد حل تقريبي لمسألة القيمة الابتدائية  

y = f(t,y) ; t [a,b] , y(a) = y0 

مـع تحكـم فـي  (variable step size)باسـتخدام طريقـة حجـم الخطـوة المتغيـر 
  .(error control)الخطأ 

 Tol := 2*10-5 {Error control tolerance} 
 INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
 INPUT N {Tentative number of steps} 
 H := [B-A]/N {Initial step size} 
 Hmin := H/64 and Hmax := h*64 {Minimum and maximum step sizes} 
 T(0) := A and J := 0 {Initialize} 
   
WHILE T(J) < B DO  
 IF T(J)+H > B THEN H := B-T(J) {The last step} 
 T := T(J) and Y := Y(J)  
  Y,TF*H:1K   

{Compute the 
function 
values} 

  1K
4
1Y,H

4
1TF*H:2K   

  2K
32
9

1K
32
3Y,H

8
3TF*H3K   

  3K
2197
7296

2K
2197
7200

1K
2197
1932Y,H

13
12TF*H4K   
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  4K
4104

845
3K

513

3680
2K81K

216

439Y,HTF*H:5K   
 

  5K
40

11
4K

4104

1859
3K

2565

3544
2K21K

27

8
Y,H

2

1TF*H:6K   
 

 
6K

55

2
5K

50

1
4K

75240

2197
3K

4275

128
1K

360

1:Err   
{|Zk+1 – yk+1|} 

 IF Err<Tol OR H  2*Hmin THEN 

{Accept the 
approximation} 

    5K
5
1

4K
4104
2197

3K
2565
1408

1K
216
25Y:1JY   

    1J:J,HT:1JT   

 IF Err=0 THEN  
       S := 0 {Trap division by 0} 
  ELSE  
       S := .84*[Tol*H/Err]1/4 {Step size scalar} 
 ENDIF  
 IF S<.75 AND H>2*Hmin  THEN  H := H/2 {Reduce step} 
 IF S>1.5 AND 2*H<Hmax  THEN  H := H*2 {Increase step} 
End   
    
FOR l=0 TO J DO  
  PRINT T(I) , Y(I) {Output} 
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  ٥تمرينات رقم 
  

 نفرض أننا سنقوم بحل مسألة القيمة الابتدائية )١-٥

    00 yxy;y,xfy   
  .RK4كوتا من الرتبة الرابعة  –بطريقة رونج 

وضح كيف يمكن استخدام طريقة ريتشاردسون للاستيفاء  ) أ
، وأوجد صيغة  teللحصول على تقدير لخطأ الاقتطاع المحلي 

  قدير.لهذا الت
 بالنسبة لمسألة القيمة الابتدائية ) ب

  10y;y1y 2   
والتي حلها النظري هو    

4
ttanty   

وبطول خطوة  RK4احسب الحل العددي لخطوتين باستخدام طريقة 
(step length) h = 0.1 ثم أعد الحساب لخطوة واحدة فقط طولها .

h = 0.2.  
في  x = 0.2عند  (actual error)احسب قيمة الخطأ الفعلي 

وقارن مع القيمة المقدرة لخطأ  (h = 0.1 , h = 0.2)الحالتين 
  الاقتطاع المحلي الذي نحصل عليه بطريقة ريتشاردسون للاستيفاء.

  
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٢-٥

   0xy,yy     (*) 

  ثابت.    , حيث كل من 
باستخدام حجم خطوة  RK4كوتا  –يقة رونج اثبت أن تطبيق طر  ) أ(

h  :لحل المسألة (*) يؤدي إلى الحصول على العلاقة 

  ;hOe 5h
y

y

k

1k    
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khxxxعند   yهي قيمة  ykحيث      0k .  
4,2x,1نفرض أن  ) ب( 0  هل ستكون .

  ؟ h = 1مستقرة للمسألة المعطاة إذا أخذنا  RK4طريقة 
 

 ض أننا سنقوم بحل مسألة القيمة الابتدائيةنفر  )٣-٥

  10y,yy   
  .hوباستخدام حجم خطوة  RK4وذلك بطريقة 

 ).x = nhعند  y(أي لحساب قيمة  ynأوجد صيغة لحساب  )أ (

وكذلك  h = 0.2باستخدام  x = 0.2عند  yاحسب قيمة  )ب (
في كل من  x = 0.2. واحسب الخطأ عند h = 0.05باستخدام 

إلى الصفر  hتين ، وعلق على سلوك الخطأ عندما تؤول الحال
(h  0). 

تكون مستقرة بالنسبة للمعادلة  RK4تحقق من أن طريقة  )ج (
  .h = 0.2المعطاة عندما 

  
 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية  )٤-٥

    .10y,yy,xfy   
 nنحصل بعد عدد  hباستخدام حجم خطوة  RK4عند تطبيق طريقة 

  طوات على القيمةمن الخ
  nn hAy   

  كتقريب للحل المضبوط
    nh

n enhyxy   
  .A(h)لقيمة  (algebraic expression)أوجد تعبيرا جبريا  )أ (
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31احسب كلا من  h = 0.1بفرض أن  )ب ( y,y  أي احسب قيمة)
y  العددية عند كل منx = 0.1 , x = 0.3 وأوجد خطأ ، (
 قتطاع المقابل لكل من القيمتين.الا

*    *    *  
) استخدم طريقة ٩-٥( ) ٥-٥في كل من المسائل التالية من (  
لإيجاد الحلول التقريبية لمسائل القيمة الابتدائية المعطاة  RK4كوتا  –رونج 

  باتباع الخطوات التالية:
M21احسب قيم  )أ  y,...,y,y  : لكل من الحالتين 

(i)  h = 0.2 , M = 1 (ii)  h = 0.1 , M = 2 
 

مع كل من الحلين التقريبيين اللذين y(0.2) قارن الحل المضبوط  )ب 
 حصلت عليهما في (أ). هل لاحظت أن قيمة الخطأ الشامل النهائي 

FGE  في (أ) تتفق مع النتيجة المتوقعة عندما تقل قيمة حجم الخطوة
h إلى نصف قيمتها ؟ 

  المعطاة. [a,b]حسابات على الفترة الأكبر استخدم حاسوبا لإجراء ال )ج 
  : IVPأوجد حل المسالة   أ) )٥-٥

y = t2 – y , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1 

قارن مع الحل المضبوط :  )ب   2t2tety 2t     
  أعد حل المسألة المعطاة في أ) في الفترة : )ج 

[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 
  أوجد حل المسألة  أ) )٦-٥

y = 3y + 3t ; t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
 

3
1t3

3
4 tety   

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 
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  أوجد حل المسألة  أ) )٧-٥
y = -ty , t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

t2/2  قارن مع الحل المضبوط :   ب)  
ey   

  أعد حل المسألة في الفترة   ج)
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة  أ) )٨-٥
   

10
1t2 0y,2.0,0t;y2ey    

  قارن مع الحل المضبوط )ب 
  t2t2

10
1 e.tety    

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ; h = 0.2 , 0.1 , 0.05. 

  أوجد حل المسألة   أ) )٩-٥
y = 2ty2 ;  t  [0 , 0.2] ,  y(0) = 1. 

  قارن مع الحل المضبوط  )ب 
y(t) = 1/(1 – t2) . 

  أعد حل المسألة في الفترة )ج 
[a , b] = [0 , 2] ;  h = 0.1 , 0.05 , 0.025. 

رغـم أن  y(1)ستؤدي إلـى إيجـاد قيمـة تقريبيـة لــ  RK4لاحظ أن طريقة 
  . t  = 1منحنى الحل غير معرَّف عند 

 

مــع جــزئ مــن  Aالتفــاعلات الكيميائيــة يتحـــد جــزئ مــن مـــادة فــي أحــد  )١٠-٥
 C. وقـد وُجـد أن تركيـز  Cلتكوين جزئ مـن مركـب كيميـائي  Bمادة 

(concentration)  عند اللحظةt –  والذي نرمز إليـه بـالرمزy(t) – 
 هو حل مسألة القيمة الابتدائية

      .00y;ybyaky   
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 , Aالتركيزان الابتدائيان للمادتين  هما  a , bثابـت موجب ، و  kحيث 

B .على الترتيب  
  افرض أن 

k=0.01, a=70 millimoles/liter, b=50 millimoles/liter 

ـــة  ـــرة  h = 0.5مســـتخدما  RK4طبـــق طريق ـــى الفت لإيجـــاد الحـــل عل
[0,20].  

ملاحظة :  يمكنـك مقارنـة الحـل الـذي تحصـل عليـه باسـتخدام الحاسـوب 
  مع الحل المضبوط.

y(t) = 350 [1- exp(- 0.2 t)] / [7- 5 exp(- 0.2 t)] 

  فإن الحل يؤول إلى القيمة tولاحظ أنه عندما تؤول 
(limiting value y)    50 
 

 f(x)عن طريق حل مسألة قيمة ابتدائية مناسبة كوِّن جدولا لقيم الدالة  )١١-٥
 المعطاة بالتكامل التالي:

     





  x

0
2
t2/1

2
1 3x0;dtexp2xf

2  

عند إجـراء حسـاباتك ، ويجـب أن  h = 0.1متخذا  RK4استخدم طريقة 
  يتفق حلك مع القيم المبينة بالجدول التالي:
x f(x) 

0.0 0.5 

0.5 0.6914625 

1.0 0.8413448 

1.5 0.9331928 

2.0 0.9772499 
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2.5 0.9937903 

3.0 0.9986501 

ل هي طريقة جيدة ملاحظة :  الطريقة المشار إليها في هذا السؤا
جدول مساحات لتوزيع اعتيادي قياسي  (generate)لتكوين / لتوليد 

(table of areas for a standard normal distribution)  انظر)
  )١٢-٥السؤال التالي 

  
 لحل مسألة القيمة الابتدائية RK4اثبت أنه عندما نستخدم طريقة  )١٢-٥

      0ay,b,at;tfy   
  نتيجة :فإننا نحصل على ال

  
  حيث

    ,hkat,hkat,M/abh
2
1

2/1kk    
بحجم  (Simpson’s approximation)والتي هي تقريب سمبسون 

عبر  f(t)للدالة  (definite integral)للتكامل المحدود  h/2خطوة 
  .[a,b]الفترة 

  
. فــــإذا  RKيمكــــن تطبيــــق طريقــــة ريتشاردســــون للتحســــين مــــع طريقــــة  )١٣-٥

 فإننا نحصل على : hوة متخذين حجم الخط RK4استخدمنا طريقة 

  4
h hCyby   

فإننــــا نحصــــل  2hمتخــــذين حجــــم الخطــــوة  RK4وإذا اســــتخدمنا طريقــــة 
  على: 

  4
h2 hCyby   
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فإننـا نحصـل علـى التقريـب  4hCوبحذف الحدين اللذين يحتويـان علـى   
  والنتيجة هي:،  y(b)لـ  (improved approximation)المحسَّن 

 
15

yy16 h2hby
  

لنحصل  ٣-٥ويمكننا تطبيق طريقة التحسين هذه مع القيم المعطاة في مثال 
  . أوجد القيم الناقصة في الجدول التالي:y(3)على تقريبات أفضل لـ 

h yh 15
yy16 h2h   

1 1.6701860  

2
1  1.6694308 -------------- 

4
1  1.6693928 -------------- 

8
1  1.6693906 -------------- 
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  الفصل السادس
  

  طرق التقدير والتصحيح
Predictor – Corrector Methods 

  
كوتــا -الطــرق الســابقة التــي درســناها: طــرق أويلــر وهــوين وتــايلور ورونــج

نظــرا لأنهــا تســتخدم  (single-step methods)تســـمى طـــرقا أحاديــة الخطـــوة 
ــــة. أي أن ا لنقطــــة معلومــــات عــــن النقطــــة الســـــابقة فقــــط لحســــاب النقطــــة التالي

. وعموما نحتاج إلـى (t1 , y1)فقط تستخدم لحساب النقطة  (t0 , y0)الابتدائية 
yk  لحســابyk+1 ـــول علــى عــدة نقــاط يمكننــا اســتخدام عــدة نقــاط . وبعــد الحصـ

باشـفورث" رباعيـة -سابقة في حساباتنا لإيجاد النقـطة التالـية. مثـلا طريقة "آدمز
والتــي سنناقشــها  – (Adams-Bashforth four-step method)الخطــوة 

k1k2k3kتتطلــــــب الأربــــــع قــــــيم:  –بــــــإذن االله فيمــــــا بعــــــد  y,y,y,y  
1kyلحســـــاب قيمـــــة    ـــــدء ـــــة الب ـــــالطبع ليســـــت ذاتي ـــــة ب -self). وهـــــذه الطريق

starting)  إذ أن النقــــــــــــــاط الابتدائيــــــــــــــة الأربــــــــــــــع ، 33 y,t ,  22 y,t , 
 11 y,t ,  00 y,t  ـــــــــــــــــاط ـــــــــــــــــد النق ـــــــــــــــــدما لتولي ـــــــــــــــــى مق يجـــــــــــــــــب أن تعطَ

  ,...6,5,4k;y,t kk .  
 multistep)ومثــل هــذه الطــرق يطلــق عليهــا طــرق متعــددة الخطــوات 

methods) ــــي . ومــــن مميــــزات هــــذه الطــــرق أن خطــــأ الاقتطــــاع المحل te 
يمكـن  (correction formula)ديره ، وكذلك هناك صيغة للتصـحيح يمكن تق

عند كـل خطـوة.  (accuracy of the answer)استخدامها لتحسين دقة الحل 
وبالإضافة إلى ذلك فمن الممكن تحديد ما إذا كان حجـم الخطـوة صـغيرا صـغرا 

1kyلــ   (accurate value)كافيا للحصول على قيمة دقيقة    وفـي الوقـت ،
نفســه كبيــرا كبــرا كافيــا للاســتغناء عــن الحســابات العديــدة غيــر الضــرورية والتــي 
تســــــتغرق وقتــــــا طــــــويلا. واســــــتخدام صــــــيغتي التقــــــدير (أو التنبــــــؤ) والتصــــــحيح 
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(predictor and corrector formulas) –  أي صيغة لحساب تقدير أولـي
لأوليــة والحصــول علــى قيمــة ، ثــم صــيغة أخــرى لتصــحيح هــذه القيمــة ا yلقيمــة 
  في كل خطوة. f(t,y)يتطلب حساب قيمتين فقط للدالة  –أدق 

  
   (Multi-step methods)الطرق متعددة الخطوات  

نفـــــرض مـــــرة أخـــــرى أننــــــا نكامـــــل المعادلـــــة التفاضــــــلية    y,tf
dt
dy  .

.  yk+1، والمطلــوب حســاب القيمــة التاليــة  ykونفــرض أنــه قــد تــم حســاب قيمــة 
  الطرق متعددة الخطوات تستخدم خوارزميات صيغتها العامة:

  





1k

ik

t

t
ik1k dtty,tfyy  

. hطـول كـل منهـا  (i+1 intervals)فتـرة  i+1والتـي يمتـد فيهـا التكامـل عبـر 
. وطريقة تقريب التكامل يمكننا الحصـول علـى صـيغ  iوبناء على اختيار قيمة 

. مـثلا إذا كاملنـا حدوديـة اسـتكمال عديدة مختلفة لهـذه الطـرق متعـددة الخطـوات
بــين   (2nd -degree interpolating polynomial)مــن الدرجــة الثانيــة 

1k1k t,t   قاعدة سمبسون)((Simpson’s rule) :فإننا نحصل على  
 1kk1k3

h
1k1k ff4fyy    

  )step method-2(طريقة ثنائية الخطوة  
  حيث:

 kkk y,tff   
  وكمثال آخر:

سمبســـون" للتقـــدير والتصـــحيح (أو للتنبـــؤ والتصـــحيح) متعـــددة  –طريقـــة "مـــيلن 
 Milne-Simpson predictor-corrector multistep)الخطـــوات 

method):  
Predictor:      step4f2ff2yy k1k2k3

h4
3k1k    
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Corrector:    step2ff4fyy 1kk1k3
h

1k1k    

ـــــــــة التصـــــــــحيح  ـــــــــا  يمكـــــــــن (Corrector)ولاحـــــــــظ أن معادل ـــــــــق تكراري أن تطب
(iteratively)  أي عدة مرات متتالية ، بحيث أننا في كـل مـرة نسـتخدم أحـدث

لــــــ :  (most recently available value)قيمـــــة متـــــوفرة لـــــدينا 
 1k1k1k y,xff    1، إلى أن يصبح التغير في قيمةky  .طفيفا  

 –فـي كـل خطـوة  –طوات أنهـا تتطلـب وأهم ميزة لهذه الطرق متعددة الخ  
المقابلـة التـي  RKحساب عدد من المشتقات أقل مـن ذلـك المطلـوب فـي طـرق 

تعطى تقريبا الدقة نفسها ، وبالتـالي تسـتغرق الطـرق متعـددة الخطـوات وقتـا أقـل 
  في الحسابات.

وأمــا عــن العيــوب الرئيســية للطــرق متعــددة الخطــوات فتتمثــل أساســا فــي   
غيـــر ذاتيـــة البـــدء ، فـــإذا أُعطينـــا الشـــرط الابتـــدائي  –نا ســـابقا كمـــا أشـــر  –أنهـــا 

  00 yty   فإننــا لا نســتطيع اســتخدام الصــيغة متعــددة الخطــوات قبــل إيجــاد
321(مــثلا  yبعــض قــيم  y,y,y  321، وبالتــالي f,f,f بطريقــة مناســبة مثــل (

  أو طريقة أويلر ... الخ. أو طريقة تايلور RKطريقة 
وكذلك من العيوب الرئيسية للطرق متعددة الخطـوات أنهـا قـد تتسـبب فـي   

بدرجـــة كبيـــرة بالنســـبة لـــبعض المعـــادلات  (instability)حـــدوث عـــدم اســـتقرار 
  التفاضلية.

خطــــــوة  iوالصــــــيغة العامــــــة للطريقــــــة الخطيــــــة متعــــــددة الخطــــــوات ذات   
(linear i-step method) :هي  

  



,2,1,0k;ffffh

yyyy

iki2k21k1k0

iki2k21k1k0
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i10i10حيث  ,,,,,,,  .ثوابت :  
  والآن نعرِّف الحدوديتين:
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  تعريفات
o  الحدوديـة z  الحدوديـة المميِّـزة يطلـق عليهـا(characteristic 

polynomial)  المرتبطـــــــــــــــــة(associated)  بمعادلـــــــــــــــــة الفـــــــــــــــــروق
(difference equation) (*)  عندماh = 0. 

o  تقاربية يقال للطريقة إنها(convergent)  إذا تحقق الشرط 

 kk
0h

tyylim 


 

o  الاستقرارشرط (stability condition): 

جميــع جذور/أصــفار الحدوديــة  z (zeros zj of)  تحقــق الشــرط
1z j  ور/الأصــــفار التــــي تقــــع علــــى دائــــرة ، وكــــذلك جميــــع الجذ

 .(simple)تكون بسيطة  (unit circle)الوحدة 

o  يمكـــن إثبـــات أن شـــرط الاســـتقرار هـــو شـــرط ضـــروري(necessary 

condition)  للتقارب(convergence). 

o  الطــرق التــي لا يتحقــق شــرط الاســتقرار بالنســبة لهــا يطلــق عليهــا "طــرق
 .(strongly unstable)غير مستقرة بدرجة عالية" 

  
  (consistency conditions)شروط التآلف 

  .(consistency)فيما يلي نستنتج شروط التآلف / الاتساق / التواؤم   
نفرض أن لدينا مسـألة القيمـة الابتدائيـة     10y,0y   والتـي حلهـا

  .y(t) = 1المضبوط هو 
نعلـــم مـــن الحـــل  وأننـــا f(t,y) = 0) (لاحـــظ أن *بتطبيـــق الصـــيغة العامـــة (

  ) نحصل على العلاقة1تساوي  yالمضبوط أن جميع قيم 
0i10       (I) 

والآن نفرض أن لـدينا مسـألة القيمـة الابتدائيـة   00y,1y   والتـي حلهـا
  ، أي أن y(t) = tالمضبوط هو 

f(t,y) = 1  ,    yk = k h 
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  ) مرة أخرى نحصل على العلاقة*الصيغة العامة (وبتطبيق 
     

 .h

hikh2kh1kkh.

i210

i210






  

  نحصل على (I)من العلاقة  0وبالتعويض عن 
i210i21 i2     (II) 

  في الصورة المبسطة  (II) , (I)ويمكننا كتابة الشرطين 
     11&01   

  (consistency conditions)آلف شرطا التويطلق عليهما 
 (convergence)للتقارب  (necessary)وشرطا التآلف ضروريان   

[وهذا واضح من الاستنتاج السابق حيث أننا استخدمنا كلا من المعادلة 
  ].(Difference equation)ومعادلة الفروق  .D.Eالتفاضلية 
  ملاحظة:
 explicit one-step)يقال للطريقة الصريحة أحادية الخطوة   تعريف:

method) 

 h,y,thyy kkk1k   
(مع مسألة القيمة الابتدائية  (consistent)متآلفة إنها 

    00 yty;y,tfy   إذا كان ، 

   y,tf0,y,t   
 غير متآلفةوبأسلوب آخر: يقال لهذه الطريقة أحادية الخطوة إنها 

(inconsistent)   إذا كان حل(solution)  معادلة الفروق يتقارب
(converges)  إلى حل معادلة تفاضلية مختلفة(different D.E.)  عندما

  .(h  0)إلى الصفر  hتؤول 
فمثلا كل من الطريقتين التاليتين (طريقة أويلر وطريقة أويلر المعدلة) 

  تعد طريقة متآلفة:
Euler:     consistenty,tfh,y,t   
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Modified Euler :     kk2
h

k2
h

k y,tfy,,tffh,y,t   

    consistenty,tf0,y,t kk   

 
*  *  * 

وفيما يلي ندرس بعض الطرق متعددة الخطوات أو طرق التنبؤ   
  والتصحيح.

  
 مولتن –باشفورث  –طريقة آدمز 

(Adams-Bashforth-Moulton Method) 

مولتن للتقدير والتصحيح طريقة متعددة  –باشفورث  –تعد طريقة آدمز   
  ة على أساس نظرية التفاضل والتكامل الأساسيةالخطوات مبني

      



1k

k

t

t
k1k dtty,tftyty    (1) 

 Lagrange)حدودية لاجرانج  (predictor)وتستخدم معادلة التنبؤ 

polynomial)  لتقريبf(t,y(t))  باستعمال النقاط  
       kk1k1k2k2k3k3k f,t,f,t,f,t,f,t  

وبمكاملة حدودية لاجرانج عبر الفترة    1kk t,t   (1)في العلاقة 
  باشفورث للتنبؤ: –نحصل على صيغة آدمز 

 k1k2k3k24
h

k1k f55f59f37f9yp    (2) 

بطريقة مماثلة.  (corrector)ويمكن الحصول على صيغة التصحيح   
. ونقوم بتكوين حدودية لاجرانج أخرى لتقريب pk+1ويمكننا الآن استخدام قيمة 

f(t,y(t)) باستعمال النقاط 

     kk1k1k2k2k f,t,f,t,f,t   

    1k1k1k1k1k f,tf,tf,t    والنقطة الجديدة      
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ثم نقوم بمكاملة هذه الحدودية عبر الفترة  1kk t,t   وهذا يؤدي إلى
  مولتن للتصحيح: –حصولنا على صيغة آدمز 

 1kk1k2k24
h

k1k f9f19f5fyy     (3) 

حدوديتي لاجرانج  (nodes)نقاط / عقد  ١-٦ويبين شكل   
  .(3) , (2)دمتين في استنتاج الصيغتين المستخ

  
  

   
 النقاط الأربع لصيغة

  مولتن للتصحيح –آدمز 
  ](interpolation)[استخدام الاستكمال 

  النقاط الأربع لصيغة
  باشفورث للتقدير –آدمز 

  ](extrapolation)[استخدام الاستيفاء 
(ii) (i)  

  ١- ٦شكل 
التكامل عبر الفترة  1kk t,t   باشفورث –في طريقة آدمز  

  
   (Error Estimation and Correction)تقدير الخطأ والتصحيح 

 numerical)في صيغتي التكامل العددي  (error terms)حدا الخطأ   

integration formulas)  المستخدمتين للحصول على صيغتي التقدير
  .O(h5)والتصحيح يُعَدَّان من الرتبة 

  هو: (2)للصيغة  teمحلي فخطأ الاقتطاع ال
          4predictor for the tehcypty 5

1k
5

720
251

1k1k  

  هو: (3)في الصيغة  teوخطأ الاقتطاع المحلي 
        5corrector for the tehdyyty 5

1k
5

720
19

1k1k 


  
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تقريبا ثابتة عبر  y(5)(t)صغيرة ، وأن قيمة  hفإذا فرضنا أن قيمة  
وي على المشتقة الخامسة في كل الفترة ، فيمكن حينئذ حذف الحد الذي يحت

  ، وبالتالي نحصل على النتيجة التالية: (5) , (4)من 
     6pyyty 1k1k720

19
1k1k 


   

والآن تتضح أهمية طريقة التقدير والتصحيح ، حيث نرى أن الصيغة   
مبنيا  (approximate error estimate)تعطي تقديرا تقريبيا للخطأ  (6)

1k1kعلى أساس قيمتين محسوبتين:  p,y   ولا تستخدمy(5)(t).  
  

  (Practical Considerations)اعتبارات عملية  
  

استخدمت التقريب  (3)صيغة التصحيح  (*) 1k1k1k ptff    في
1kyحساب  1. ونظرا لأنky   هي أيضا تقريب أو تقدير لقيمة
 1kty   للحصول على /  (3)فيمكن استخدامها في صيغة التصحيح

1kfلتوليد تقريب جديد لقيمة     والذي بدوره يقوم بتوليد قيمة جديدة لـ ،
1ky   وهكذا. إلا أنه باستمرار تطبيق هذا التكرير ،(iteration)  في

 (3)في  (fixed point)و نقطة ثابتة صيغة التصحيح فإنه يتقارب نح
إذا  – (more efficient)بدلا من المعادلة التفاضلية. ولذا فمن الأكفأ 

أن نقوم بتصغير  – (more accuracy)أردنا الحصول على دقة أكبر 
 حجم الخطوة.

لتحديد متى نقوم بتغيير حجم الخطوة. وهناك  (6)يمكننا استخدام الصيغة  (*)
ان كيفية ذلك ، إلا أننا سنكتفي هنا بتوضيح متى عدة طرق مفصلة لبي

، ومتى  h/2إلى نصف قيمته ، أي إلى  hنقوم بتصغير حجم الخطوة 
 .2hنقوم بتكبيره إلى ضعف قيمته ، أي إلى 
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6105lErrReنفرض أن    هو مقياس الخطأ النسبي
(relative error criterion)  510لدينا. ونفرض أنSmall  .  

2
h

Smally

py

270
19 hSetTHENlErrReIF

1k

1k1k 





   (7) 

h2hSetTHENIF
100

lErrRe
Smally

py

270
19

1k

1k1k 





   (8) 

 predicted)إذا لم تتفق القيمة المقدرة (/المتنبأة) والقيمة المصححة   

and corrected values)  لخمسة أرقام معنوية(significant digits)  فإن
القيمتان لسبعة أرقام تقوم بتصغير حجم الخطوة ، بينما إذا اتفقت  (7)العلاقة 

تقوم بتكبير حجم الخطوة. [ملاحظة: يمكن  (8)معنوية أو أكثر فإن العلاقة 
 (parameters)لهذه القيم الوسيطة  (fine tuning)أن يتم التعديل الدقيق 

  بما يتناسب مع جهاز الحاسوب الخاص بكم].
  

يقة تصغير حجم الخطوة يتطلب أربع قيم ابتدائية جديدة. ونستخدم طر  (*)
باستخدام حدودية من الدرجة  f(t,y(t))الدالة  (interpolation)استكمال 
لتعطينا القيمتين الناقصتين  (fourth-degree polynomial)الرابعة 

اللتين تنصفان الفترتين    k1k1k2k t,t,t,t  والشكل التالي .
 الأربع: (mesh points)يوضح نقاط الشبكة 

kk1k2/3k t,t,t,t
2
1 المستخدمة في الحسابات المتتالية  

  
  ٢- ٦شكل 

  h/2إلى  hتصغير حجم الخطوة 
اللتان نحتاج إليهما  (interpolation formulas)وصيغتا الاستكمال   

  هما: h/2للحصول على القيم الابتدائية الجديدة لحجم الخطوة 
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128
35f  140f  70f - 28f  5f-

1/2 -k
k1-k2-k3-k4-k f


(9) 

128
5f  60f  90f  20f  3f

3/2 -k
k1-k2-k3-k4-k f

  

  
ر حجم الخطوة فعملية أيسر. ونحتاج هنا إلى سبع نقاط ابتدائية وأما تكبي (*)

(seven prior points)  لمضاعفة حجم الخطوة. والنقاط الأربع الجديدة
نحصل عليها بحذف كل نقطة ثانية على التعاقب ، كما يوضح ذلك 

  الشكل التالي:
  
  ٣- ٦شكل 

  2hإلى  hتكبير حجم الخطوة 
  

 (The Milne-Simpson Method)سمبسون  –طريقة ميلن 

تعد هذه الطريقة من طرق التقدير والتصحيح المفضلة. وتُختار قيمتها   
عبر  f(t,y(t))على أساس تكامل الدالة  (predictor)الابتدائية (/المقدرة) 

الفترة  1k3k t,t  :  

      





1k

3k

t

t
3k1k dtty,tftyty    (10) 

حدودية لاجرانج لتقريب الدالة  (predictor)وتستخدم هذه القيمة المقدرة 
f(t,y(t))  بناء على النقاط  

     kk1k1k2k2k f,t,f,t,f,t   
حيث تكامل هذه الحدودية على الفترة  1k3k t,t  وهذا يؤدي إلى صيغة .

  :(Milne predictor)ميلن للتقدير 
 .f2ff2yp k1k2k3

h4
3k1k     (11) 
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ثلة ، حيث يمكننا الآن استخدام ونحصل على صيغة التصحيح بطريقة مما
1kpالقيمة   ونقوم بتكوين حدودية لاجرانج أخرى للدالة .f(t,y(t))  بناء على

النقطتين    kk1k1k f,t,f,t  والنقطة الجديدة 

     .p,tf,tf,t 1k1k1k1k1k   

ونكامل الحدودية على الفترة  1k1k t,t  ى النتيجة التالية حيث نحصل عل
  والتي هي صيغة سمبسون المعتادة:

 .ff4fyy 1kk1k3
h

1k1k     (12) 
 

  (Error Estimation and Correction)تقدير الخطأ وتصحيحه 
في صيغ التكامل العددي المستخدمة  (error terms)تعد حدود الخطأ   

 predictor and)للحصول على كل من قيمتي التنبؤ والتصحيح 

corrector)  من الرتبة(order) O(h5)   ويعطي خطأ الاقتطاع المحلي .
 te  بالصيغتين: (12) , (11)في العلاقتين  

     5
1k

5
90
28

1k1k hcypty    ( te  for the predictor).(13) 

     5
1k

5
90

1
1k1k hdyyty 


  ( te  for the corrector).(14) 

 y(5)(t)صغيرة صغرا كافيا بحيث أن قيمة  hونفرض الآن أن قيمة   
تقريبا ثابتة على الفترة  1k3k t,t  وبالتالي يمكننا حذف الحدود التي .

لنحصل  (14) , (13)تشتمل على المشتقة الخامسة في كل من العلاقتين 
  على النتيجة:

    .pypty 1k1k29
28

1k1k     (15) 

في صيغة التنبؤ (error estimate) تعطي تقديرا للخطأ  (15)ذه العلاقة وه
1k1kالمبنية على القيمتين المحسوبتين  y,p   ولا تستخدمy(5)(t)  ويمكن ،

استخدامها لتحسين القيمة المقدرة. فبفرض أن الفارق بين القيمة المقدرة والقيمة 
kk، يمكننا أن نعوض قيمتي المصححة عند كل خطوة يتغير ببطء  y , p 
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1k1kبدلا من قيمتي  y , p   لنحصل على القيمة المعدلة  (15)في
(modifier / modified value) :التالية  

29
py

1k1k
kk28pm


      (16) 

1kpثم نستخدم هذه القيمة المعدلة بدلا من    التصحيح ، وبذلك في خطوة
  تصبح: (12)فإن العلاقة 

  .m,tff4fyy 1k1kk1k3
h

1k1k     (17) 

  سمبسون المعدَّلة : –وبالتالي فإن العلاقات التالية تعطي طريقة ميلن 
   

 
 

   corrector    ff4fyy

m,tff

ifiermod  28pm

predictorf2ff2yp

1kk1k3
h

1k1k

1k1k1k

29
py

1k1k

k1k2k3
h4

3k1k

kk


















 (18) 

  
  :(Hamming’s Method)طريقة هامنج 

يمة تعد هذه الطريقة من الطرق الهامة المستخدمة في حل مسائل الق  
هذه الطريقة ،  (derivation)الابتدائية. وسوف نحذف خطوات استنتاج 
  ونكتفي بإعطاء خوارزميتها في نهاية الفصل.

  ملاحظة:
يلاحظ أن جميع طرق التقدير والتصحيح تواجه بصفة عامة مشاكل   

، ولذلك فنحتاج أحيانا إلى أخذ احتياطات  (stability problems)الاستقرار 
  خاصة.
  :١-٦مثال 



  

 –مولتن ، وطريقة ميلن  –باشفورث  –استخدم كلا من طريقة آدمز   
سمبسون ، وطريقة هامنج ، متخذا حجم الخطوة 

8
1h   وذلك لحساب ،

  تقريبات لحل مسألة القيمة الابتدائية
   3,0t,10y;y

2
yt    

  الحل:
  بتدائية فإننا نحصل على القيم الا R-Kإذا استخدمنا طريقة   

y1 = 0.94323919 , y2 = 0.89749071 , y3 = 0.86208736 . 

ثم نطبق خوارزميات الطرق المذكورة والمعطاة في نهاية هذا الفصل لنحصل 
على الجدول التالي. ويلاحظ أن الأخطاء معطاة في الجدول كمضاعفات 

810جدول ستة أرقام صحيحة . وتبلغ دقة جميع قيم الحلول المذكورة بال
  .(at least six digits of accuracy)على الأقل 

k 
Adams-

Bashforth-
Moulton 

Error 
Milne-

Simpson 
Error 

Hamming’s 
method 

Error 

0.0 1.00000000 0E-8 1.00000000 0E-8 1.00000000 0E-8 
0.5 0.83640227 8E-8 0.83640231 4E-8 0.83640234 1E-8 

0.625 0.81984673 16E-8 0.81984687 2E-8 0.81984688 1E-8 
0.75 0.81186762 22E-8 0.81186778 6E-8 0.81186783 1E-8 
0.875 0.81194530 28E-8 0.81194555 3E-8 0.81194558 0E-8 
1.0 0.81959166 32E-8 0.81959190 8E-8 0.81959198 0E-8 
1.5 0.91709920 46E-8 0.91709957 9E-8 0.91709967 -1E-8 
2.0 1.10363781 51E-8 1.10363822 10E-8 1.10363834 -2E-8 
2.5 1.35951387 52E-8 1.35951429 10E-8 1.35951441 -2E-8 

2.625 1.43243853 52E-8 1.43243899 6E-8 1.43243907 -2E-8 
2.75 1.50851827 52E-8 1.50851869 10E-8 1.50851881 -2E-8 
2.875 1.58756195 51E-8 1.58756240 6E-8 1.58756248 -2E-8 
3.0 1.66938998 50E-8 1.66939038 10E-8 1.66939050 -2E-8 

سمبسون ، وهامنج  –مولتن ، وميلن  –باشفورث  –مقارنة بين طرق آدمز 
لحل مسألة القيمة الابتدائية:      10y;2/yty   
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  طرق التقدير والتصحيح وشرط الاستقرار
تخدام إحدى طرق التقدير والتصحيح لحل مسألة القيمة عند اس

الابتدائية    00 yty;y,tfy   على فترة كبيرة(large interval) 
فإنه أحيانا تنشأ بعض الصعوبات. مثلا إذا كانت   0y,tfy   وكان حجم

 كبيرا جدا فقد تصبح طريقة التقدير والتصحيح غير مستقرة.  hالخطوة 
أي  (propagates)وكقاعدة تقريبية عملية يتحقق الاستقرار عندما ينتشر 

، بينما يتحقق عدم  (decreasing error)خطأ صغير كخطأ متناقص 
عندما ينتشر الخطأ الصغير كخطأ متزايد  (instability)الاستقرار 

(increasing error)  وعندما نستخدم حجم خطوة كبيرا جدا عبر فترة كبيرة
في  (oscillations)ه ينشأ عدم استقرار ويتضح ذلك في ظهور تذبذبات فإن

قيم الحل المحسوب. ويمكن تقليل هذه التذبذبات عن طريق تصغير حجم 
تبين كيفية تعديل الخوارزميات. وعندما   (9) (7)الخطوة. والصيغ السابقة 
تخدام في حجم الخطوة ، فعلينا حينئذ اس (control)نستخدم أسلوب التحكم 

  التالية: (error estimates)صيغ تقدير الخطأ 
    ,Moulton-Bashforth-Adams 19yty

270
yp

kk
kk  (19) 

    ,Simpson-Milne      yty
29

yp
kk

kk     (20) 

    ,Hamming    9yty
121

yp
kk

kk      (21) 

من نوع  (corrector step)وفي جميع الطرق تكون خطوة التصحيح   
أن حجم . ويمكن إثبات (fixed-point iteration)تكرير النقطة الثابتة 

  في هذه الطرق يجب أن يحقق الشروط التالية: hالخطوة 

 
 ,Moulton-Bashforth-Adamsh

y,tf
66667.2

y
   (22) 

 
 ,Simpson-Milneh

y,tf
00000.3

y
      (23) 
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 
 ,Hammingh

y,tf
66667.2

y
       (24) 

  
 more)والمثال التالي يبين أنه يجب استخدام الشروط الأكثر صرامة 

stringent) :التالية 

 
 ,Moulton-Bashforth-Adamsh

y,tf
75.0

y
   (25) 

 
 ,Simpson-Milneh

y,tf
45.0

y
      (26) 

 
  .Hammingh

y,tf
69.0

y
       (27) 

في الكتب المتقدمة في موضوع  (27)ويمكن الوصول إلى المتباينة   
  فتبدوان مناسبتين لهذا المثال. (26) , (25)التحليل العددي. وأما المتباينتان 

  :٢-٦مثال 
 –مولتن ، وطريقة ميلن  –فورث باش –استخدم كلاَّ من طريقة آدمز   

  سمبسون ، وطريقة هامنج لحساب تقريبات لحل مسألة القيمة الابتدائية:
   10,0t,10y;y530y   

  الحل :
. وعند استخدام عدد O(h4) (order)الطرق الثلاث جميعها من الرتبة   

N = 120  من الخطوات (steps) لكل من الطرق الثلاث ، لوحظ أن أكبر
  في كل طريقة يحدث في موضع مختلف: (maximum error)خطأ 

 
y(0.41666667) –y5  -0.00277037 (Adams-Bashforth-Moulton), 

y(0.33333333) – y4  -0.00139255 (Milne-Simpson) , 

y(0.33333333) – y4  -0.00104982 (Hamming). 

 

قيمة  كانت t = 10 (right endpoint)وعند نقطة النهاية اليمنى   
  الخطأ:



  

 
y(10) – y120  0.00000000  (Adams-Bashforth-Moulton), 
y(10) – y120  0.00001015  (Milne-Simpson) , 
y(10) – y120  0.00000000  (Hamming). 

  
مولتن وطريقة هامنج  –باشفورث  –ويلاحظ أن كلا من طريقة آدمز   

 (eight digits of accuracy)تعطي حلولا تقريبية تبلغ دقتها ثمانية أرقام 
  عند نقطة النهاية اليمنى.

ومن الظواهر التي يمكن ملاحظتها أو اختبارها عمليا تذبذب الحل   
عندما يكون حجم الخطوة  (true solution)المحسوب حول الحل الصحيح 

) يوضح هذه الظاهرة. وقد تم عمليا ٤-٦كبيرا جدا. والشكل التالي (شكل 
(experimentally)  تحديد العدد الصغير اللازم من الخطوات كي تكون قيم

 هذه الذبذبات متساوية تقريبا.

وأما العدد الكبير من الخطوات الذي يلزم لإضعاف / إخماد هذه 
 (25)فيتم تحـديده بالمعادلات  (attenuate the oscillations)التـذبذبات 

 (27).  
  

  أ-٤- ٦شكل 
  

ة عند حل المعادلة التفاضلية أ الذبذبات الناتج- ٤-٦يوضح شكل 
y530y   مولتن ، وبأخذ عدد  –باشفورث  –باستخدام طريقة آدمز

عندما  (stabilized). ويلاحظ أن الحل يصبح مستقرا  N = 37الخطوات 
N = 65 :وذلك لأن ،  

h = 10/65 = 0.1538  0.15 = 0.75/5 = 0.75/|fy(t,y)|. 

  
  ب-٤- ٦شكل 



  

ب الذبذبات الناتجة عند حل المعادلة التفاضلية -٤-٦ل ويوضح شك
y530y   سمبسون ، وبأخذ عدد الخطوات  –باستخدام طريقة ميلنN 

  ، وذلك لأن N = 110. ويلاحظ أن الحل يصبح مستقرا عندما 93 =
h = 10/110 = 0.0909  0.09 = 0.45/5 = 0.45/|fy(t,y)|. 

 

  ج-٤- ٦شكل 
ج الذبذبات الناتجة عند حل المعادلة التفاضلية -٤-٦كل ويوضح ش

y530y   باستخدام طريقة هامنج وبأخذ عدد الخطواتN = 50 .
  ، وذلك لأن  N = 70ويلاحظ أن الحل يصبح مستقرا عندما 

h = 10/70 = 0.1428  0.138 = 0.69/5 = 0.69/|fy(t,y)|. 
 

*  *  * 

  
صل نلخص خوارزميات طرق التقدير والتصحيح التي وفي ختام هذا الف  

  أشرنا إليها والمستخدمة في حل مسائل القيمة الابتدائية.
  
  

  مولتن –باشفورث  –خوارزمية طريقة آدمز 
(Adams-Bashforth-Moulton Algorithm) 

  
  تستخدم هذه الطريقة لإيجاد حل تقريبي لمسألة القيمة الابتدائية   

     b,at,yay;y,tfy 0   
  بتطبيق صيغتي التقدير والتصحيح التاليتين:

Predictor 

 k1k2k3k24
h

k1k f55f59f37f9yp    

corrector 

 1kk1k2k24
h

k1k f9f19f5fyy    



  

 
INPUT A, B, Y(0) {Endpoint and initial value} 
INPUT N {Number of steps, N > 3} 
H := [B - A]/N {Compute the step size} 
T(0) := A, F0 := F(T(0), Y(0)) 

  
FOR K = 1 TO 3 DO {Either input three additional starting 

values or compute them using the Runge-
Kutta method} 

T(K) := A + K*H 
Get Y(K) 

  
F1 := F(T(l),Y(l)), F2 := F(T(2),Y(2)), F3 := F(T(3),Y(3)) 
H2 := H/24 {Saves wasted computations}

  
FOR K = 3 TO N-1 DO

P := Y(K)+H2*[-9*F0+37*F1-59*F2+55*F3] {Predictor}
T(K+1) := A + H*[K+1] {Next abscissa}
F4 := F(T(K+1),P) {Evaluate f(t,y)}
Y(K+1) := Y(K)+H2*[F1-5*F2+19*F3+9*F4] {Corrector}
F0 := F1, F1 := F2 , F2 := F3 {Update 

the values}F3 := F(T(K+1),Y(K+1)) 
  

FOR K = 0    TO    N DO 
PRINT T(K), Y(K) {Output}

  
  سمبسون –خوارزمية طريقة ميلن 

(Milne – Simpson Algorithm) 

  
  تستخدم هذه الطريقة لإيجاد حل تقريبي لمسألة القيمة الابتدائية   

     b,at,yay;y,tfy 0   
  التصحيح التاليتين:بتطبيق صيغتي التقدير و 

predictor 

 k1k2k3
h4

3k1k f2ff2yp    

corrector 

 .ff4fyy 1kk1k3
h

1k1k    

 



  

INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
INPUT N {Number of steps, n > 3} 
H := [B-A]/N {Compute the step size} 
T(0) := A {Initialize} 
  

FOR K = 1 TO 3 DO {Either input three additional 
T(K) := A + K*H starting values or compute them 
Get Y(K) using the Rung-Kutta Method} 
  
F1 := F(T(1),Y(1)), F2 := F(T(2),Y(2)), F3 := F(T(3),Y(3)), 
Pold := 0, Yold := 0 {Initialize} 
  

FOR K = 3 TO N-1 DO  
Pnew := Y(K-3) + 4*H*[2*F1-F2+2*F3]/3 {Milne predictor}
Pmod := Pnew + 28*[Yold - Pold]/29 {Modifier}
T(K+1) := A + H*[K+1] {New mesh point}
F4 := F(T(K+1), Pmod) {Function value}
Y(K+1) := Y(K-1) + H*[F2+4*F3+F4]/3 Simpson corrector}
Pold := Pnew, Yold := Y(K+1) {Update
F1 := F2, F2 := F3, F3 := F(T(K+1),Y(K+1)) values} 

END  
  

FOR K=0    TO    N DO  
PRINT T(K), Y(K) {Output}

 

 (The Hamming Algorithm)خوارزمية طريقة هامنج  

 

  تستخدم هذه الطريقة لإيجاد حل تقريبي لمسألة القيمة الابتدائية  
     b,at,yay;y,tfy 0   

  باستخدام صيغتي التقدير والتصحيح التاليتين:
predictor 

 k1k2k3
h4

3k1k f2ff2yp    

 
corrector 

 .ff2fy 1kk1k8
h3

8
y9y

1k
k2k




    

 



  

INPUT A, B, Y(0) {Endpoints and initial value} 
INPUT N {Number of steps, N >3} 
H := [B-A]/N {Compute the step size} 
T(0) := A {Initialize} 

  
FOR K=1 TO 3 DO {Either input three additional starting 

values or compute them using the Runge-
Kutta method} 

T(K) := A + K*H 
Get Y(K) 

  
F1 := F(T(1),Y(1)), F2 := F(T(2),Y(2)), F3 := F(T(3),Y(3)), 
Pold := 0, Cold := 0 {Initialize} 

 
FOR   K=3   TO   N-1   DO  

Pnew := Y(K-3)+4*H*[2*F1-F2+2*F3]/3 {Milne predictor} 
Pmod := Pnew + 112*[Cold – Pold]/121 {Modifier} 
T(K+1) := A + H*[K+1] {New mesh point} 
F4 := F(T(K+1), Pmod) {Function value} 
Cnew := [9*Y(K)-Y(K-2) + 3*H*[-F2+2*F3+F4]]/8 {Hamming corrector} 
Y(K+1) := Cnew + 9*[Pnew - Cnew]/121 {New value yk+1} 
Pold := Pnew, Cold := Cnew {Update 
F1 := F2, F2 := F3, F3 := F(T(K+1), Y(K+1)) values} 

END  
  

FOR K=0  TO  N  DO  
PRINT T(K), Y(K) {Output} 

 



 

  ٦تمرينات رقم 
  

 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )١-٦

    10y;yy,xfy   
ــــة " مــــيلن  ــــا ســــنقوم بحلهــــا باســــتخدام طريق ــــدير  –وأنن سمبســــون " للتق

  والتصحيح:
Predictor:   ,f2ff2yy i1i2i3

h4
3i1i    

Corrector:  1ii1i3
h

1i1i ff4fyy    

  حيث:    iii y,xff;,...2,1,0i  

 x = 0.4عند  y. احسب قيمة   h = 0.1ن حجم الخطوة ونفرض أ
مقربا إجابتك إلى ثلاثة أرقام عشرية. وقارن مع النتيجة التي نحصل 

  ).٢-٤عليها باستخدام طريقة تايلور (المسألة 
  ملاحظة:

تحتاجها  (extra starting values)خذ أي قيم ابتدائية إضافية   
  من الحل بطريقة تايلور.

  
 حل مسألة القيمة الابتدائيةيمكن كتابة  )٢-٦

  10y;x31yx3 32
dx
dy   

  في صيغة متسلسلة القوى
 53 xOxx1y   

). استخدم هذه الصيغة لتحصل على قيم ابتدائية ٦-٤(انظر المسألة 
(starting values) للحل عند النقاط  

x = -0.2 ,     -0.1 ,     0.1 ,      0.2 



 

 yقدير والتصحيح التاليتين لحساب قيمة ومن ثم استخدم صيغتي الت
  وذلك لرقمين عشريين: x = 0.3عند 

P:   ,y2yy2yy i1i2i3
h4

3i1i    

C:   ,yy4yyy 1ii1i3
h

1i1i    

 

xyنفــــرض أن المعادلــــة التفاضـــــلية  )٣-٦
dx
dy   مــــع الشــــرط الابتـــــدائي

  10y   :والتــــــي حلهــــــا الصــــــحيح هــــــو)  xe21xxy  (
ســــتحل عــــدديا بطريقــــة التقــــدير والتصــــحيح ، وأن معادلــــة تقــــدير القــــيم 

 التقريبية هي:

P: ii1i yhyy   
  ومعادلة تصحيح هذه القيم هي:

C:  1ii2
h

i1i yyyy    

  المطلوب :
عند النقـاط  y) لإيجاد قيم h = 0.1استخدام هذه الطريقة (حيث   )أ (

x = 0.1, 0.2, 0.3 ك لثلاثة أرقام عشرية.وذل  
(لثلاثــة أرقــام عشــرية أيضــا)  yاســتخدام هــذه القــيم لحســاب قيمــة  )ب (

بتطبيــــق طريقــــة التقــــدير والتصــــحيح ، ولكــــن  x = 0.4عنــــد 
 باستعمال المعادلتين التاليتين:

P:  2i1ii3
h4

3i1i y2yy2yy    

C:  1ii1i3
h

1i1i yy4yyy    

م عليها في (أ) حساب الخطأ في كل من القيم السابقة التي حصلت )ج (
  ، (ب).

 نفرض أننا سنقوم بحل مسألة القيمة الابتدائية )٤-٦

1y;yy 1x    



 

باستخدام معادلتي التقدير والتصحيح التاليتين ، حيث حجم الخطوة 
  :hيساوي 

Predictor:  1ii2
h

i1i yy3yy  

Corrector:  i1i2
h

i1i yyyy    

  ون معادلة التصحيح مستقرة ؟تك hلأي قيم لحجم الخطوة  )أ (
 predictor-corrector)باستخدام نظام التقدير والتصحيح  )ب (

system)  المعطى ، أوجد قيمةy  صحيحة لرقم عشري واحد
. احصل على أي قيم ابتدائية إضافية تحتاجها من  x = 1عند 

 كوتا.-صيغ رونج

  
 نفرض أن مسألة القيمة الابتدائية  )٥-٦

  10y;y1.0xy 2   
  ستحل بتطبيق نظام التقدير والتصحيح التالي:

Predictor:  i1i2i3
h4

3i1i y2yy2yy  

Corrector:  1ii1i3
h

1i1i yy4yyy    

  ونفرض أن القيم الابتدائية التالية قد حصلنا عليها:
x -0.2 -0.1 0.1 0.2 

y 1.04068 1.01513 0.99507 1.00013 

. وقارن مع الحل الذي x = 0.3عند  yأوجد لأربعة أرقام عشرية قيمة 
 h = 0.1نحصل عليه باستخدام طريقة أويلر وبأخذ حجم الخطوة 

  ).١-٢(انظر المسألة 
 

  أوجد حل مسألة القيمة الابتدائية )٦-٦
  10y;0x

y
1

dx
dy  



 

، باستخدام نظام التقدير والتصحيح التالي ،   x = 0.2إلى  x = 0من 
ث تحصل على دقة تبلغ ثلاثة ، وبحي h = 0.1وبأخذ حجم الخطوة 

في  (accuracy of 3 correct decimals)أرقام عشرية صحيحة 
  نتائجك:

 :Predictor  صيغة التقدير :

متسلسلة تايلور حتى الحد الذي يحتوي على القوة الثانية ، بما في ذلك 
 up to and including the second power)هذا الحد نفسه 

term)  
 :Corrector  التصحيح : صيغة

  صيغة شبه المنحرف للتصحيح
 1ii2

h
i1i yyyy    

 
  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٧-٦

    10y;yay,xfy    

 trapezoidal)اثبت أن صيغة شبه المنحرف للتصحيح  )أ (

corrector formula) 

    1i1iii2
h

i1i y,xfy,xfyy   

  حلها هو: (difference equation)تؤدي إلى معادلة فروق 
n

1

1
n

2
ha

2
ha

y 

















  

 (stability)واستقرار  (convergence)ادرس كلا من تقارب  )ب (
 النظام السابق.

  [إرشاد:  للتقارب تحتاج لإثبات أن
  nax

nn
0h

exyylim 


  



 

 x = xn = n h] (fixed value of x)وذلك لقيمة محددة 

أوجد  h = 0.1باستخدام صيغة شبه المنحرف للتصحيح وبأخذ  )ج (
  حل مسألة القيمة الابتدائية

  10y,y10y   
من الخطوات ، وقارن النتيجة التي تحصل عليها  nبعد عدد 

) مع rounding errors(بفرض أنه لا توجد أخطاء تقريب 
  .(exact solution)الحل المضبوط 

ما هي النتيجة التي نحصل عليها في (ج) إذا كانت طريقة الحل  )د (
باستخدام صيغة أويلر ثم  iلكل  yi+1 (predict)در هي أن نق
باستخدام صيغة شبه المنحرف  yi+1 (correct)نصحح 

 للتصحيح مرة واحدة فقط؟

  
 (corrector formula)ابحث استقرار صيغة التصحيح  )٨-٦

1ii1i yhyy    
تعني  iy(حيث  

dx
xdy  عندixx (  

  عندما تطبق على مسألة القيمة الابتدائية
      .10y;0xy

dx
xdy   

 
 نفرض أننا سنقوم بحل مسألة القيمة الابتدائية )٩-٦

    10y;yy,xfy   

  باستخدام نظام التقدير والتصحيح التالي:
(1) Predictor:  ,...2,1,0i,fhyy ii1i   

(2) Corrector:   ,...2,1,0i,ffhyy 1ii2
1

i1i    
حيث  iii y,xff .  



 

) h = 0.1(اعتبر أن حجم الخطوة  x = 0.1عند  yاحسب قيمة 
 Predictor Euler’s) (1)باستخدام معادلة أويلر للتقدير 

Equation)  لتقدير قيمة أولية لـy  ثم تحسين ،(improving)  هذه
دة مرات) تكراريا (أي ع (2)القيمة باستخدام معادلة التصحيح 

(repeatedly)  حتى يصبح التغير(change)  في القيم المتعاقبة
(successive values)  المحسوبة طفيفا(little)  مع تقريب إجابتك ،

  .(four decimal places)لأربعة أرقام عشرية 
 

*  *  * 
  ):١٩-٦) إلى ١٠-٦في المسائل التالية من   

باشفورث  –ثلاث (طريقة آدمز استخدم أيا من طرق التقدير والتصحيح ال )أ (
سمبسون ، وطريقة هامنج) ، والقيم الابتدائية  –مولتن ، وطريقة ميلن  –

(starting values)  321الثلاث المعطاة y,y,y  وحجم الخطوة ،h 

  في مسألة القيمة الابتدائية المعطاة. 4yلحساب القيمة التالية  0.05 =
ستخدم حاسوبا لحل مسألة القيمة الابتدائية المعطاة في (أ) في الفترة ا )ب (

باسخدام أي من طرق التقدير والتصحيح المشار إليها.  [a , b]المعطاة 
321استخدم القيم الابتدائية الثلاث المعطاة  y,y,y  أو قم بتوليدها

 كوتا. –بطريقة رونج 

ا في (ب) مع القيم التي تحصل عليها قارن الأجوبة التي حصلت عليه )ج (
 .y(t)من الحل الصحيح المعطى 

  
    (أ)  )١٠-٦  10y;yty 2  

 [0 , 0.5] = [a , b]    (ب)
y(0.05) = 0.95127058, y(0.10) = 0.90516258, y(0.15) = 0.86179202 

    (ج)    2t2ttexpty 2   
 



 

    (أ)  )١١-٦  10y;tt3yy 2  

 [0 , 5] = [a , b]    (ب)
y(0.05) = 1.0550422, y(0.10) = 1.1203418, y(0.15) = 1.1961685 

    (ج)    1tttexp2ty 2   
 

    (أ)  )١٢-٦  11y;y/ty  

 [1 , 1.4] = [a , b]    (ب)
y(1.05) = 0.94736477, y(1.10) = 0.88881944, y(1.15) = 0.82310388 

    (ج)    2/12t2ty   
 

    (أ)  )١٣-٦    10y;ytexpy  

 [0 , 5] = [a , b]    (ب)
y(0.05) = 0.99879090, y(0.10) = 0.99532116, y(0.15) = 0.98981417 

    (ج)     texptexptty   
 

    (أ)  )١٤-٦  10y;ty2y 2  

 [0 , 0.95] = [a , b]    (ب)
y(0.05) = 1.0025063, y(0.10) = 1.0101010, y(0.15) = 1.0230179 

    )ج(   2t1/1ty   
 

    ) أ( )١٥-٦  10y;y1y 2  

 [0 , 0.75] = [a , b]    )ب(
y(0.05) = 1.1053556, y(0.10) = 1.2230489, y(0.15) = 1.3560879 

    )ج(   4/ttanty   
 

    ) أ( )١٦-٦  10y;yy2y 2  

 [0 , 5] = [a , b]    )ب(
y(0.05) = 1.0499584, y(0.10) = 1.0996680, y(0.15) = 1.1488850 



 

    )ج(   ttanh1ty   
 

    ) أ( )١٧-٦    00y;y1y
2/12  

 [0 , 1.55] = [a , b]    )ب(
y(0.05) = 0.049979169, y(0.10) = 0.099833417, y(0.15) = 0.14943813 

    )ج(   tsinty   
 

    ) أ( )١٨-٦    10y;tsinyy 2  

 [0 , 1.55] = [a , b]    )ب(
y(0.05) = 1.0012513, y(0.10) = 1.0050209, y(0.15) = 1.0113564 

    )ج(   tsecty   
 

    ) أ( )١٩-٦  00y;y1y 2  

 [0 , 5] = [a , b]    )ب(
y(0.05) = 0.049958375, y(0.10) = 0.099667995, y(0.15) = 0.14888503 

    )ج(       t2exp1/t2exp1ty   
 
 



  

  الفصل السابع
  

  نظم المعادلات التفاضلية
Systems of Differential Equations 

  
  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية

 
 

 
 











.yty

,xtx

y,x,tg

y,x,tf

00

00

dt
dy
dt
dx

   (1) 

 x(t) , y(t)أحـد حلـول هـذه المسـألة عبـارة عـن دالتـين قـابلتين للتفاضـل 
(a pair of differentiable functions) ة التاليـة: إذا تـم تحققـان الخاصـي

علـى  –فإننـا نحصـل  f(t,x,y) , g(t,x,y)في كل مـن  t, x(t), y(t)تعويض 
على المشتقتين  –الترتيب    ty,tx  :أي أن ،  

      
      

 
 











.yty

,xtx

ty,tx,tgty

ty,tx,tftx

00

00   (2) 

  مثلا نفرض أن لدينا نظام المعادلات التفاضلية 
 
 











.40y

,60x

y2x3

y2x

dt
dy
dt
dx

     (3) 

  هو: (3)القيمة الابتدائية حل مسألة 
 
  .e2e6ty

,e2e4tx

tt4

tt4








      (4) 

مباشرة في  x(t) , y(t)ويمكن التحقق من صحة هذا الحل بتعويض 
، وتعويضها في الطرف الأيسر  (4)وحساب مشتقات  (3)الطرف الأيمن في 

  لنحصل على المتطابقتين (3)في 



  

   
   .e2e62e2e43e2e24

,e2e62e2e4e2e16

tt4tt4tt4

tt4tt4tt4







  

 

 (Numerical Solutions)الحلول العددية 

عبر الفترة (1) يمكن الحصول على حل عددي لمسألة القيمة الابتدائية   
bta  :عن طريق الأخذ في الاعتبار التفاضلين  

   dty,x,tgdy,dty,x,tfdx    (5) 
  من السهل صياغة طريقة أويلر لحل هذا النظام. إذا قمنا بتعويض التفاضلات

k1k

k1k

k1k

yydy

,xxdx

,ttdt










 

  فإننا نحصل على: (5)في العلاقة 
   
    .tty,x,tgyy

,tty,x,tfxx

k1kkkkk1k

k1kkkkk1k






    (6) 

من الفترات الجزئية ، حيث  Mثم نقوم بتقسيم الفترة المعطاة إلى عدد 
 عرض كل منها يساوي /Ma-b h  وتكون نقاط الشبكة .(mesh 

points)  :هيhtt k1k  (6)ي العلاقة وبتعويض هذه القيم ف 
التالية  (recursive formulas)نحصل على العلاقات / الصيغ الارتدادية 

  لطريقة أويلر:

 
  .1M,...,1,0k;y,x,thgyy

,y,x,thfxx

,htt

kkkk1k

kkkk1k

k1k










  (7) 

فإذا أردنا الحصول على درجة معقولة من الدقة وجب علينا استخدام 
كوتا من الرتبة  –، كطريقة رونج  (higher-order)طريقة ذات رتبة أعلى 

  ة مثلا:الرابع



  

 

 .gg2g2gyy

,ff2f2fxx

43216
h

k1k

43216
h

k1k








   (8) 

  حيث
  ,y,x,tff kkk1   

  ,y,x,tgg kkk1   

 ,gy,fx,tff 12
h

k12
h

k2
h

k2   

 ,gy,fx,tgg 12
h

k12
h

k2
h

k2   

 ,gy,fx,tff 22
h

k22
h

k2
h

k3   

 ,gy,fx,tgg 22
h

k22
h

k2
h

k3   

  ,hgy,hfx,htff 3k3kk4   
  .hgy,hfx,htgg 3k3kk4   

  :١-٧مثال 
] لحساب الحل العددي (8)كوتا [والمعطاة بالعلاقة  –ونج طبق طريقة ر   

فترات  10باستخدام  [0.2 , 0.0]عبر الفترة  (3)لنظام المعادلات التفاضلية 
  .h = 0.02، حيث حجم الخطوة  (subintervals)جزئية 
  الحل:
نعطي فيما يلي الحسابات التفصيلية  t1 = 0.02بالنسبة للنقطة الأولى   

  ،  x1 , y1 اب قيمتيالمطلوبة لحس
 

,14.6fx

0.140.4,0.6,00.0ff

12
h

0

1




 

 
,26.4gy

0.260.4,0.6,00.0gg

12
h

0

1




 

 
,1466.6fx

66.1426.4,14.6,01.0ff

22
h

0

2



  
,2694.4gy

94.2626.4,14.6,01.0gg

22
h

0

2




 

  ,6854.142694.4,1466.6,01.0ff3   
  ,9786.262694.4,1466.6,01.0gg3   

,293708.6hfx 30   ,539572.4hgy 30   



  

  ,372852.15539572.4,293708.6,02.0ff4   
  .960268.27539572.4,293708.6,02.0gg4   

  
  :   x1 , y1والآن نستخدم هذه القيم لحساب القيمتين المطلوبتين   

  ,29354551.6372852.156854.14266.1420.14
6
02.061x 

  .53932490.4960268.279786.26294.2620.26
6
02.041y   

kkوبالمثل يمكن إجراء حسابات باقي قيم  y,x  والجدول التالي يلخص .
  نتائج هذه الحسابات.

k tk xk yk 
0 0.00 6.00000000 4.00000000 
1 0.02 6.29354551 4.53932490 
2 0.04 6.61562213 5.11948599 
3 0.06 6.96852528 5.74396525 
4 0.08 7.35474319 6.41653305 
5 0.10 7.77697287 7.14127221 
6 0.12 8.23813750 7.92260406 
7 0.14 8.74140523 8.76531667 
8 0.16 9.29020955 9.67459538 
9 0.18 9.88827138 10.6560560 
10 0.20 10.5396230 11.7157807 

حل النظام     y2x3ty,y2xtx   
مع القيم الابتدائية     40y,60x   

  كوتا –بطريقة رونج 
  

وتحتوي الحلول العددية على قدر معين من الخطأ في كل خطوة. وفي هذا 
المثال يتزايد الخطأ حتى يصل إلى قيمته العظمى عند النقطة أقصى اليمين 

(right endpoint) t = 0.2:  



  

 
  .0000034.07157807.117157841.11y2.0y

,0000022.05396230.105396252.10x2.0x

10

10




 

  
  المعادلات التفاضلية ذات الرتب العالية

(Higher-Order Differential Equations) 
تشتمل المعادلات التفاضلية ذات الرتب الأعلى من الرتبة الأولى على   

المشتقات الأعلى من المشتقة الأولى:     ...,tx,tx  وتظهر هذه .
لمسائل  (mathematical models)الرياضية  المعادلات في النماذج

  التطبيقات الهندسية والفيزيائية. فمثلا المعادلة التفاضلية 
       tgtxktxctxm   

له ثابت زنبركي  – (spring)تمثل نظاما ميكانيكيا يستعيد فيه زنبرك 
(spring constant) k  -  كتلةm   مزاحة(displaced)  عن موضعها

الذبذبات  (damping)ذا الموضع. ويفترض أن يكون تضاؤل الأصلي إلى ه
 external)قوة خارجية   g(t)متناسبا طرديا مع السرعة ، وتمثل الدالة 

force)  (أي إزاحتها) ومن المعتاد أن يكون موضع الكتلة . 0tx 
وسرعتها  0tx  0معلومين عند زمن معينt.  

ومن المعادلة السابقة يمكننا الحصول على علاقة تعطي المشتقة الثانية   
 tx   وبالتالي يمكننا كتابة مسألة قيمة ابتدائية من الرتبة الثانية ،

(second order ivp)  في الصيغة  
           .ytx,xtx;tx,tx,tftx 0000    (9) 

لة التفاضلية من الرتبة الثانية كنظام مكون ويمكننا إعادة صياغة المعاد  
  من معادلتين تفاضليتين من الرتبة الأولى إذا استخدمنا التعويض

   tytx          (10) 

حيث يصبح عندئذ    tytx   وتصبح المعادلة التفاضلية المعطاة في ،
  مكافئة للنظام التالي: (9)



  

 
 
 











.yty

,xtx

y,x,tf

y

00

00

dt
dy
dt
dx

    (11) 

 (2)كوتا مثلا] لحل  –ويمكن استخدام طريقة عددية [كطريقة رونج   
وستقوم بتوليد متتابعتين    kk y,x المتتابعة . kx  هي الحل العددي

.. والمثال التالي يمكن تفسيره على أنه يعبر عن  (9)المطلوب للعلاقة 
  .(damped harmonic motion)ية / التذبذبية المتضائلة الحركة التوافق

  
  :٢-٧مثال 

  احسب حل مسألة القيمة الابتدائية  
             00x,10x;0txtxtx11.0tx 2   

كوتا لحل نظام من معادلتين من الرتبة  –باستخدام طريقة رونج  t = 0.2عند 
  . قرِّب نتائجك لثلاثة أرقام عشرية. h = 0.2الأولى ، وبأخذ 

  الحل:
  نظام التالي من الرتبة الأولى مكافئ لمسألة القيمة الابتدائية المعطاة:ال  

 

   y,x,tgyx11.0x

y,x,tfy

2
dt
dy
dt
dx




  

مع الشرطين الابتدائيين:     00 y10y;x10x   
فإن النقطة الأولى (وهي النقطة المطلوب حل المسألة  h = 0.2وعندما 

  عندها) تساوي :
2.02.00htt 01   

11ول على ويمكننا الحص y,x  1{القيمة المطلوبة هيx بوضع   (8)} منk 

 ، فنحصل على النتائج التالية: 0 =

    00,1,0fy,x,tff 0001   
      10.111.010,1,0gy,x,tgg 0001   



  

 
  1.01.0

g.yg.y,f.x,tff

2
2.0

12
h

012
h

012
h

02
h

02




 

   
   11.0111.01

1.0,1,1.0gg.y,f.x,tgg 12
h

012
h

02
h

02




 

  1.011.0gyf 22
h

03   

   99.01.099.011.099.0g 2
3   

  198.099.02.0hgyf 304   

   98.099.0*2.098.011.098.0g 2
4   

11وبتعويض هذه القيم نستطيع إيجاد قيمتي  y,x :  
 

  98.0198.02.02.001

ff2f2fxx

6
2.0

43216
h

01




 

 

  199.098.098.1210

gg2g2gyy

6
2.0

43216
h

01




 

98.0x1الحل المطلوب هو القيمة      2.0عندt1  دنـا الحصول . وإذا أر
,t,t,tعلى الحـل عند النقاط التالية  فإننـا نعتبر الآن أن لدينا   432

النقطة الجـديدة    199.0,98.0,2.0y,x,t 111   ونخطو الخطوة ،
22لنحصل على  (8)في العلاقة  k = 1التالية بوضع  y,x  عند

4.02.02.0htt 12  ر الحسابات بالكيفية ، وهكذا تستم
  السابقة.

  :٣-٧مثال 
  نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية من الرتبة الثانية   

          .50x,30x;0tx5tx4tx   



  

المكون من معادلتين  (equivalent system)اكتب النظام المكافئ  )أ (
  من الرتبة الأولى.

وذلك كوتا لحل المسالة بعد إعادة صياغتها ،  –استـخدم طريقة رونج  )ب (
 (subintervals)باستخدام عدد من الفترات الجزئية  [0,5]عبر الفترة 

 .h = 0.1 حيث حجـم الخطوة يسـاوي (M = 50)يساوي 

 قارن الحل العددي بالحل الصحيح )ج (

     tsinetcose3tx t2t2   

  الحل:
  المعادلة التفاضلية يمكن كتابتها في الصورة التالية  

          .tx5tx4tx,tx,tftx   
  نحصل على الصيغة الجديدة للمسألة  (10)دام التعويض المذكور في باستخ

 
 











.50y

,30x

y4x5

y

dt
dy
dt
dx

  

والجدول التالي يعطي نماذج من نتائج الحسابات العددية. ونلاحظ أن قيم 
 ky  غير معطاة بالجدول حيث أنها غير مطلوبة. وبدلا من ذلك فإن

ضبوط الجدول يعرض قيم الحل الم  ktx .للمقارنة  
k tk xk x(tk) 
0 0.0 3.00000000 3.00000000 
1 0.1 2.52564583 2.52565822 
2 0.2 2.10402783 2.10404686 
3 0.3 1.73506269 1.73508427 
4 0.4 1.41653369 1.41655509 
5 0.5 1.14488509 1.14490455 
10 1.0 0.33324302 0.33324661 
20 2.0 -0.00620684 -0.00621162 
30 3.0 -0.00701079 -0.00701204 
40 4.0 -0.00091163 -0.00091170 
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48 4.8 -0.00004972 -0.00004969 
49 4.9 -0.00002348 -0.00002345 
50 5.0 -0.00000493 -0.00000490 

حل المعادلة التفاضلية       0tx5tx4tx   
دائيين مع الشرطين الابت    50x,30x   

  كوتا –بطريقة رونج 
*  *  * 

في كل من المثالين السابقين أعدنا صياغة المعادلة التفاضلية المعطاة   
من الرتبة الثانية لنحصل على نظام مكافئ مكون من معادلتين تفاضليتين 

لمكافئ من الرتبة الأولى ، ثم قمنا بحل هذا النظام ا (simultaneous)آنيتين 
. وبالكيفية نفسها يمكننا إعادة صياغة أي معادلة تفاضلية من R-Kبطريقة 
) لنحصل على نظام مكافئ مكون من عدة معادلات m > 1(حيث  mالرتبة 

). فمثلا إذا أعطينا المعادلة mتفاضلية آنية من الرتبة الأولى (عددها 
  التفاضلية 

    ,x,...,x,x,x,tfx 1mm

dt

xd
m

m   

  ةوالشروط الابتدائي
        1m

00
1m

0000 xtx,...,xtx,xtx    
حيث القيم  1m

000 x,...,x,x   معطاة ، فإننا نعرِّف المتغيرات التابعة
  (new dependent variables)الجديدة 

     tx,...,tx,tx m21  
  حيث 

 1m
m321 xx,...,xx,xx,xx  

m21من الواضح أن الدوال    x,...,x,x  تحقق النظام  
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 m21m

m1m

32

21

x,...,x,x,tfx

xx

xx

xx









  

  وكذلك فإن هذه الدوال تحقق الشروط الابتدائية 
       1m

00m002001 xtx,...,xtx,xtx  . 

 
*   *   * 

التالي  (general system)والآن نأخذ في الاعتبار حل النظام العام 
من المعادلات التفاضلية الآنية من الرتبة الأولى في  nالذي يتكون من عدد 

n21المتغيرات التابعة  y,...,y,y :  
 n2111dt

dx
x,...,x,x,tfx1   

 


n2122dt
dx

x,...,x,x,tfx2 
 

 n21nndt
dx

x,...,x,x,tfxn   

  : t0 (common point)مع شروط ابتدائية معطاة عند نقطة مشتركة 
 
 

  0,n0n

0,202

0,101

xtx

xtx

xtx








 

يمكن حل هذا النظام بتطبيق إحدى خوارزميات حل معادلة تفاضلية   
كوتا ،  –وارزمية أويلر ، أو خوارزمية رونج واحدة من الرتبة الأولى (مثل خ

 in)) على التوازي n... الخ) على كل من معادلات هذا النظام (والتي عددها 

parallel)  عند كل خطوة(step)  كوتا  –، كما طبقنا مثلا خوارزمية رونج



  

 لحل هذا النظام ١-٧على التوازي في مثال  (3)على كل من معادلتي النظام 

.  
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  الفصل الثامن
  

  مسائل القيمة الحدية
Boundary Value Problems 

 

 bvp (boundary valueيطلق اسم " مسألة القيمة الحدية "   

problem)  على المعادلة التفاضلية التي صيغتها العامة  
  bta;x,x,tfx      (1) 

  مع الشرطين الحديين:
     bx,ax      (2) 

قبل  (1)تحقق أولا من الشروط التي تضمن وجود حل للمعادلة ويجب ال  
تطبيق أي طريقة عددية للحل ، وإلا فإننا قد نحصل على قائمة مخرجات لا 

  معنى لها. والنظرية التالية تنص على هذه الشروط العامة.
  

  (مسألة القيمة الحدية)  ١-٨نظرية 
  دالة متصلة على الفترة  f(t,x,y)نفرض أن   

   y,x,bta:y,x,tR  
ونفرض كذلك أن    y,x,tf,y,x,tf yy

f
xx

f  



  دالتان متصلتان

  .Rعلى المنطقة 
  تحققان العلاقتين: fx , fyبحيث أن  M > 0إذا وُجد ثابت   

    Ry,x,t0y,x,tfx       (3) 

    Ry,x,tMy,x,tfy      (4) 

  : bvpفإن مسألة القيمة الحدية 
       bx,ax;x,x,tfx    (5) 

btaفي الفترة  x = x(t) (unique solution)لها حل وحيد  .  
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  ملاحظة:
استخدمنا الاصطلاح    txy   ليرمز إلى المتغير الثالث من

متغيرات الدالة  x,x,tf .  
لات التفاضلية والنتيجة التالية تشير إلى حالة خاصة هامة وهي المعاد  

  :(linear D.E.s)الخطية 
  (مسائل القيمة الحدية الخطية) ١-٨نتيجة 
  هي: ١-٨في نظرية  fنفرض أن صيغة الدالة   

       trxtqytpy,x,tf   
ومشتقتيها الجزئيتين  fوأن كلا من    tp,tq

y
f

x
f 





  دالة متصلة

  .Rعلى المنطقة 
  يحققان  p(t) , q(t)بحيث أن  M > 0إذا وُجد ثابت   

   b,at0tq        (6) 

    tpmax
bta

Mtp


      (7) 

  فإن مسألة القيمة الحدية الخطية
               bx,ax;trtxtqtxtpx  (8) 

على الفترة    x = x(t):  (unique solution)يكون لها حل وحيد 
bta .  
 

  يةالاختزال إلى مسألتي قيمة ابتدائ
(Reduction to two IVP’s) 

  (Linear Shooting Method)طريقة الإطلاق الخطي  
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 (linear bvp)يمكن تيسير إيجاد حل لمسألة القيمة الحدية الخطية   
للمعادلة ، واستخدام مسألتين  (linear structure)بالاستعانة بالبنية الخطية 

  موضح فيما يلي:، كما هو  ivpخاصتين من مسائل القيمة الابتدائية 
  : ivpهي الحل الوحيد لمسألة القيمة الابتدائية  uنفرض أن   

              0au,au;trtutqtutpu   (9) 
 : ivpهي الحل الوحيد لمسألة القيمة الابتدائية  vوكذلك نفرض أن 

            1av,0av;tvtqtvtpv     (10) 

   (linear combination)وبالتالي يكون التوافق الخطي 
x(t) = u(t) + C v(t)        (11) 

  حلا للمعادلة
         trtxtqtxtpx   

  ويمكن استنتاج ذلك من الخطوات التالية:
                 
               
         .trtxtqtxtp

trtCvtutqtvCtutp

tCvtqtvCtptrtutqtutpvCux





 boundary)يأخذ القيمتين الحديتين  xنرى أن الحل  (11)ومن العلاقة 

values)  
     
     .bCvbubx

,0aCvauax




    (12) 

 (boundary condition)وبتعويض الشرط الحدي   bx  (12)في 
  فإننا نحصل على العلاقة

    .bv/buC   
فإن كانت   0bv   (8)، فإن الحل الوحيد لمسألة القيمة الحدية الخطية 

  يصبح 
     

    .tvtutx
bv

bu       (13) 

  ملاحظة:
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تبعد الحل المثير فإن ذلك يس ١- ٨فروض النتيجة  qإذا حققت   
هي  (13)، بحيث تصبح  v(t)  0 (troublesome solution)للمشاكل 

- ٨صيغة الحل المطلـوب. وسنترك للقارئ الكريم بحث التفاصيل في المسألة 
٩.(  

  :١-٨مثال 
  أوجد حل مسألة القيمة الحدية  

      ;1txtxtx
22 t1

2

t1

t2 


 

    95.04x,25.10x   

  .[4 , 0]وذلك عبر الفترة 
  الحل :
  هي:  p , q , r الدوال   

  ,tp
2t1

t2


   ,tq
2t1

2


   1tr 

كوتا من الرتبة الرابعة وحجم خطوة  –وباستخدام طريقة رونج   
0.2 h   نحصل على حلول عددية{uj} , {vj}  (10) , (9)للمعادلتين 

والجدول التالي يعطي (في العمود الأول على اليسار) التقريبات على الترتيب. 
{uj}  لـu(t) ثم نستخدم القيمتين . 

 
  4u4v

893535.2u4u

20

20


  

  لنحصل على (13)مع العلاقة 
 

  jj4v
4ub

j v485884.0vw    

ومن ثم يكون الحل التقريبي المطلوب هو    jwjujx  والجدول .
) يعطي ١- ٨هذه القيم ، كما أن الشكل التالي (شكل التالي يعطي نماذج ل

  المنحنيات المقابلة.
tj uj wj xj = uj+wj
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0.0 1.250000 0.000000 1.250000 
0.2 1.220131 0.097177 1.317308 
0.4 1.132073 0.194353 1.326426 
0.6 0.990122 0.291530 1.281652 
0.8 0.800569 0.388707 1.189276 
1.0 0.570844 0.485884 1.056728 
1.2 0.308850 0.583061 0.891911 
1.4 0.022522 0.680237 0.702759 
1.6 -0.280424 0.777413 0.496989 
1.8 -0.592609 0.874591 0.281982 
2.0 -0.907039 0.971767 0.064728 
2.2 -1.217121 1.068944 -0.148177
2.4 -1.516639 1.166121 -0.350518
2.6 -1.799740 1.263297 -0.536443
2.8 -2.060904 1.360474 -0.700430
3.0 -2.294916 1.457651 -0.837265
3.2 -2.496842 1.554828 -0.942014
3.4 -2.662004 1.652004 -1.010000
3.6 -2.785960 1.749181 -1.036779
3.8 -2.864481 1.846358 -1.018123
4.0 -2.893535 1.943535 -0.950000

 

  {uj + wj} = {xj}الحلول التقريبية 
للمعادلة       1txtxtx

22 t1
2

t1
t2 


 

  
  ١- ٨شكل 

والتي  x(t) = u(t) + w(t)المستخدمة لتكوين  u(t) , w(t)التقريبات العددية 
هي حل المعادلة       1txtxtx

22 t1
2

t1
t2 


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ي لمسألة هي الحل التحليل v(t) = tويمكن للقارئ أن يتحقق من أن   
  ، أي أن  bvp (10)القيمة الحدية 

  
     tvtvtv

22 t1
2

t1
t2


  

  مع الشرطين الابتدائيين
    10v,00v   

والتقريبات المعطاة في الجدول التالي تقارن بين الحلول العددية التي   
نحصل عليها بطريقة الإطلاق الخطي باستخدام حجمي خطوة 

0.1h ,0.2h   بين الحل التحليلي:و  
  

   .t1lntt1ln

 (t)arctant 2   t25.2 t  4860896526.0  25.1 x(t) 

22
2
12

2
1

2




 

 

tj 
xj  

h=0.2 
x(tj)  
exact 

x(tj)-xj 
error tj 

xj 
h=0.1 

x(tj) 
exact 

x(tj)-xj  
Error 

0.0 1.250000 1.250000 0.000000 0.0 1.250000 1.250000 0.000000

    0.1 1.291116 1.291117 0.000001

0.2 1.317308 1.317350 0.000042 0.2 1.317348 1.317350 0.000002

    0.3 1.328986 1.328990 0.000004

0.4 1.326426 1.326505 0.000079 0.4 1.326500 1.326505 0.000005

    0.5 1.310508 1.310514 0.000006

0.6 1.281652 1.281762 0.000110 0.6 1.281756 1.281762 0.000006

0.8 1.189276 1.189412 0.000136 0.8 1.189404 1.189412 0.000008

1.0 1.056728 1.056886 0.000158 1.0 1.056876 1.056886 0.000010

1.2 0.891911 0.892086 0.000175 1.2 0.892076 0.892086 0.000010

1.6 0,496989 0.497187 0.000198 1.6 0.497175 0.497187 0.000012

2.0 0.064728 0.064931 0.000203 2.0 0.064919 0.064931 0.000012

2.4 -0.350518 -0.350325 0.000193 2.4 -0.350337 -0.350325 0.000012

2.8 -0.700430 -0.700262 0.000168 2.8 -0.700273 -0.700262 0.000011

3.2 -0.942014 -0.941888 0.000126 3.2 -0.941895 -0.941888 0.000007

3.6 -1.036779 -1.036708 0.000071 3.6 -1.036713 -1.036708 0.000005

4.0 -0.950000 -0.950000 0.000000 4.0 -0.950000 -0.950000 0.000000
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  التقريبات العددية لحلول المعادلة
      1txtxtx

22 t1
2

t1
t2 


  

 h = 0.2) يعطي منحنى الحل التقريبي عندما ٢-٨والشكل التالي (شكل 
ويشتمل الجدول أيضا على قيم الخطأ. ويلاحظ أنه نظرا لأن الحلول بطريقة 

فإن قيمة الخطأ في الحل    O(h4)كوتا تحتوي على خطأ من الرتبة  –رونج 
يساوي تقريبا  h = 0.1استخدام حجم الخطوة ب

16
من قيمة الخطأ في الحل  1

  .h = 0.2باستخدام حجم الخطوة 
  
  ٢- ٨شكل 

منحنى التقريب العددي للمعادلة       1txtxtx
22 t1

2
t1
t2 


  

  )h = 0.2(باستخدام 
  

  خوارزمية طريقة الإطلاق الخطي 
(Linear Shooting method) 

  : bvpقريب حل مسألة القيمة الحدية لت  
         
    



bx,ax

;trtxtqtxtpx
 

  كوتا من الرتبة الرابعة. –باستخدام طريقة رونج  [a , b]عبر الفترة 
INPUT A, B {Endpoints of interval} 
INPUT Alpha, Beta {boundary values} 
INPUT M {Number of steps} 
  
Fl (t,x,y) := P(t) y + Q(t) x + R(t)  
F2(t,x,y) := P(t) y + Q(t) x  
  
Subroutine RKbdd4(F,A,B,Alpha,Beta,T,X,M) {Runge Kutta order 4 

subroutine} H := (B-A)/M  
T(0) :=A  
X(0) := Alpha  
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Y(0) := Beta  
FOR J=0 TO M-1 DO 
 Tj := T(J) 
 xj := X(J) 
 Yj := Y(J) 
 Kl := H*Yj 
 R1 := H*F(Tj,Xj,Yj) 
 K2 := H*(Yj + Rl/2) 
 R2 := H*F(Tj+H/2,Xj+K1/2,Yj+Rl/2) 
 K3 := H*(Yj + R2/2) 
 R3 := H*F(Tj+H/2,Xj+K2/2,Yj+R2/2) 
 K4 := H*(Yj + R3 ) 
 R4 := H*F(Tj+ H, Xj+ K3, Yj+ R3) 
 X(J+l) := Xj + (Kl + 2 K2 + 2 K3 + K4)/6 

Y(J+l) := Yj + (Rl + 2 R2 + 2 R3 + R4)/6 
T(J+l) := A + H*(J+l) 

 
{The main program starts here.} 
CALL RKbdd4(Fl,A,B,Alpha,0,T,X1,M); 
CALL RKbdd4(F2,A,B,0,1,T,X2,M); 
 
FOR J = 0 TO M DO 

X(J) := Xl(J) + (Beta-Xl(M))*X2(J)/X2(M) 
 
OUTPUT {T(J),X(J): J = 0,…,M}. 



 

  ٨تمرينات رقم 
  

  )٩-٨) إلى ١-٨في المسائل التالية من   
استخدم طريقة الإطلاق الخطي لحل مسألة القيمة الحدية المعطاة بأخذ  )أ 

  ).h = 0.1 , h = 0.05(وكذلك  h = 0.2حجم الخطوة 
للمعادلة  (general solution)هي الحل العام  f(t)اثبت أن  )ب 

 without boundary)التفاضلية (بدون الشروط الحدية) 

conditions). 

 g(t)قارن الحلول التي حصلت عليها في الجزء أ) مع الحل الخاص  )ج 
(particular solution).  

 أوجد حل المعادلة التفاضلية )١-٨

            22 1022 t/tlncostxt/txt/x   
 x(1) = 1 , x(3) = -1، حيث   [3 , 1]عبر الفترة   

       

       
2

223
2

1
3

2
22

333595069080335906894

3

t

tlnsinttlncostt..

t

CtCtlnsinttlncost

tg

tf








  

  
 أوجد حل المعادلة التفاضلية )٢-٨

     t3cos9.3tetx6tx5x t2    
 . x(0) = 0.95 , x(3) = 0.15، حيث   [3 , 0]عبر الفترة   



 

 

         

 

         tsintcostsintcostcos

tetttete.te.tg

tsintcostsintcostcos

tettteteCteteCtf

2
4
13

5
1

20
3

22
2
122030708977130307089772

2
4
13

5
1

20
3

22
2
1222231









  

 

 أوجد حل المعادلة التفاضلية  )٣-٨

     tsinetxtxx t 222    
  . x(0) = 0.6 , x(4) = -0.1، حيث   [4 , 0]عبر الفترة   

       

   

     

     tsintcostsinte.

tcostcostetetg

tsintcos

tsinteCtcostcosteCtetf

5
16702274133

2
5
2

5
1

5
1

5
1

22
5
215

1









 

 

 فاضلية أوجد حل المعادلة الت )٤-٨

       tsintcostxtxx 24544   
 . x(0) = 0.75 , x(2) = 0.25، حيث   [2 , 0]عبر الفترة   

 

     

       

   

         tsintcostsintcostcos

tcostte.te.tg

tsintcostsintcos

tcostcostteCteCtf

3
5
8

5
44

5
6

2
20
19291572997512025140

1

3
5
8

5
4

5
62

20
19212240

1 4









 

 

 أوجد المعادلة التفاضلية )٥-٨



 

  024111 



 





 xt/xt/x  

 . x(1) = 1 , x(6) = 0، حيث   [6 , 1]عبر الفترة   

     

     
t

tsin.tcos.

t

tsinCtcosC

tg

,tf

001299385129138432060

21








 

 ضليةأوجد حل المعادلة التفا )٦-٨

     
2

222
t

tsin
xt/xt/x   

  . x(1) = -0.02 , x(6) = 0.02، حيث   [6 , 1]عبر الفترة   

         

         
23

7451625603030000731808032
23

13232

t

.t.tCosttSintCittsint
tg

,
t

CtCtCosttSintCittsint
tf







 

 أوجد حل المعادلة التفاضلية )٧-٨

      tcostxxt/x t/   24111  
 x(1) = 1.0 , x(6) = -0.5، حيث   [6 , 1]عبر الفترة   

         

         
t4

tcos2354853843.0tsin960284381.2tsinttcost

t4

tcosC4tsinC4tsinttcost

2

12
2

tg

tf








 

 فاضليةأوجد حل المعادلة الت )٨-٨

    111 2  xt/xt/x 

 . x(0.5) = 1 , x(4.5) = 2، حيث   [4.5 , 0.5]عبر الفترة   

   
   tlnt528442297.2t2525826491.0ttg

,tlntCtCttf

2
12

2




 

 



 

. اثبـــت أن ١-٨تحقـــق فـــروض النتيجـــة  qنفـــرض أن  )٩-٨  0tv   هـــي
 لمسألة القيمة الحدية  (unique solution)الحل الوحيد 

            .bv,av;tvtqtvtpv 00   
 

) فروض ٨-٨هل تحقق مسألة القيمة الحدية المعطاة في السؤال  )١٠-٨
 ) ؟ ولماذا ؟١-٨نتيجة 

 

اكتب خوارزمية شبيهة بخوارزمية طريقة الإطلاق الخطي المعطاة  )١١-٨
بنهاية الفصل ، ولكن بحيث تستخدم طريقة هوين بدلا من طريقة 

 كوتا من الرتبة الرابعة. –رونج 

 

 : نرض أن لدينا المسألة التالية )١٢-٨

      22x,10x,2,0t;0xx   
 ناقش أسباب عدم إمكانية وجود حل لهذه المسألة.  

لحل مسألة القيمة  (a shooting method)استنتج " طريقة إطلاق "  )١٣-٨
 (nonlinear bvp)الحدية غير الخطية 

         bx,ax,b,at;x,x,tfx  
 

) وذلك ١٣-٨استخدم الطريقة التي توصلت إليها في السؤال السابق  )١٤-٨
 المسائل التالية:لحل 

               )أ        012  txtxtx 

.  x(0) = 1.8 , x(3) = 0.0، حيث  [3 , 0]عبر الفترة 
  .h = 0.1استخدم حجم الخطوة 

               )ب      txtxtx  

.  x(0) = -4.4 , x(2) = 5.5، حيث  [2 , 0]عـبر الفـترة 
  .h = 0.1استخدم حجم الخطوة 



 

               )ج     2tx13tx  

  .  x(0) = 3 , x(2) = 3، حيث  [2 , 0]عبر الفترة 
  .h = 0.1استخدم حجم الخطوة 

  



  

  الفصل التاسع
  

  طريقة الفرق المحدود
Finite Difference Method 

 

حل أنواع معينة من مسائل القيمة الحدية من الرتبة الثانية  يمكن  
(second order bvp’s)  باستخدام الطرق التي تشتمل على تقريب

 difference quotient approximations for)المشتقات بفروق مقسومة 

derivatives).  
  نفرض أن لدينا المعادلة الخطية  

                )1(bx,ax,b,at;trtxtqtxtpx 

  باستخدام النقاط [a , b]للفترة  (partition)كوِّن تجزيئا 
.bttta n10    

  حيث
  N,0,1,2,  j, h  a  t;/n a-b h jj   

-central)وسنقوم بتقريب المشتقات باستخدام صيغ الفروق المركزية 

difference formulas)  
       2

h2

txtx
j hOtx 1j1j   

      (2) 

         .hOtx 2

h

txtx2tx
j 2

1jj1j   
    (3) 

في الطرف الأيمن في كل  x(tj)محل كل حد  xjوالآن نقوم بتعويض   
لنحصل  (1)، ثم نقوم بتعويض المعادلات الناتجة من ذلك في  (3) , (2)من 

  على العلاقة:

     
   .jtrxjtq

hO
h

jxjx
jtphO

h

jxjxjx

j 














 2
2

112
2

121
 (4) 



  

ثم نقوم بإسقاط الحدين  2hO  وندخل الاصطلاح (4)الموجودين في ،  
     jjjjjj trr,tqq,tpp   

  (difference equation)وهذا بدوره يؤدي إلى معادلة الفروق 
.rxqp jjjh

xx
j

h

xxx jjjjj   
2

2 11
2

11  

،  (1)والتي نستخدمها لحساب التقريبات العددية لحلول المعادلة التفاضلية 
تجميع الحدود التي تشتمل على ، ثم  h2في  (5)وذلك بضرب طرفي العلاقة 

1jj1j x,x,x   وترتيبها في نظام معادلات خطية(system of 

linear equations):  
      ,rhxpxqhxp jjj

h
jjjj

h 212
212 121  

  

(6) 

1N,...,2,1j   حيث ، N0 x,x.  
 tridiagonal)يتميز بالصيغة القطرية الثلاثية  (6)النظام الذي تمثله العلاقة 

form)  المعتادة ، والتي تتضح صورتها أكثر حين تُعرض في الصورة
 المصفوفية:

 





































































1N

2N

j

2

1

x

x

x

x

x

O

O

1Nq
2

h211Np
2
h

12Np
2
h

2Nq
2

h212Np
2
h

1jp
2
h

jq
2

h21jp
2
h

12p
2
h

2q
2

h212p
2
h

11p
2
h

1q
2

h2

  
  



  

       







































N1N
2

2N
2

j
2

2
2

01
2

erh

rh

rh

rh

erh

 

  حيث 
    .pe,pe N

h
N

h  
 11 12120  

  
، فإن التقريب  hوعندما نجري الحسابات باستخدام حجم خطوة يساوي   

عن مجموعة من النقاط المنفصلة العددي للحل يكون عبارة   jx,jt 
(discrete points) وإذا كان الحل التحليلي . jtx  معلوما فيمكننا مقارنة

والمضبوط  jxالحلين: العددي  jtx .كما يتضح من المثال التالي  
  :١-٩مثال 

  حل مسألة القيمة الحديةأوجد   
      1txtxtx

22 t1
2

t1
t2 


  

  . x(0) = 1.25 , x(4) = -0.95، حيث   [4 , 0]عبر الفترة 
  الحل :
  هي: p , q , rالدوال   

.          11212 22  tr,t/tq,t/ttp 

باستخدام نظام  (xj)وتطبق طريقة الفرق المحدود لإيجاد الحلول العددية 
  ن نماذج لقيم التقريبات . والجدول التالي يبي(6)المعادلات 

4jx ,x ,j 3 ,x ,j 2 ,x ,j1 

   المقابلة لأحجام خطوة:

02504 .h  ,.h 0503 ,.h 102 ,.h 201 



  

  ب.على الترتي

jt  1,jx 

2.0h1 
2,jx 

1.0h2 
3,jx 

05.0h3 
4,jx 

025.0h4 
 jtx 

Exact 
0.0 1.250000 1.250000 1.250000 1.250000 1.250000
0.2 1.314503 1.316646 1.317174 1.317306 1.317350
0.4 1.320607 1.325045 1.326141 1.326414 1.326505
0.6 1.272755 1.279533 1.281206 1.281623 1.281762
0.8 1.177399 1.186438 1.188670 1.189227 1.189412
1.0 1.042106 1.053226 1.055973 1.056658 1.056886
1.2 0.874878 0.887823 0.891023 0.891821 0.892086
1.4 0.683712 0.698181 0.701758 0.702650 0.702947
1.6 0.476372 0.492027 0.495900 0.496865 0.497187
1.8 0.260264 0.276749 0.280828 0.281846 0.282184
2.0 0.042399 0.059343 0.063537 0.064583 0.064931
2.2 -0.170616 -0.153592 -0.149378 -0.148327 -0.147977
2.4 -0.372557 -0.355841 -0.351702 -0.350669 -0.350325
2.6 -0.557565 -0.541546 -0.537580 -0.536590 -0.536261
2.8 -0.720114 -0.705188 -0.701492 -0.700570 -0.700262
3.0 -0.854988 -0.841551 -0.838223 -0.837393 -0.837116
3.2 -0.957250 -0.945700 -0.942839 -0.942125 -0.941888
3.4 -1.022221 -1.012958 -1.010662 -1.010090 -1.009899
3.6 -1.045457 -1.038880 -1.037250 -1.036844 -1.036709
3.8 -1.022727 -1.019238 -1.018373 -1.018158 -1.018086
4.0 -0.950000 -0.950000 -0.950000 -0.950000 -0.950000

التقريبات العددية لحلول المعادلة       1txtxtx 22 t1
2

t1
t2 


  

  
 polygonal)) يوضح منحنى المسار المضلعي ١-٩والشكل التالي (شكل 

path)  نه متتابعة النقاط الذي تكوِّ  1,jj x,t 2.0 في الحالةh1 .  
  
  ١- ٩شكل 
منحنى التقريب العددي لحل المعادلة       1txtxtx 22 t1

2
t1
t2 


  



  

  )h = 0.2(باستخدام حجم الخطوة 
ويقارن الجدول السابق كذلك بين الحلول العددية التي حصلنا عليها   

  وبين الحل التحليلي:
 

     22
2
12

2
1

2

112
25248608965260251

tlnttlntarctant

t.t..tx




 

 orderلعددية تشتمل على خطأ من الرتبة ويمكن إثـبات أن الحلـول ا  

O(h2) وهذا يعني أن تقليل حجم الخطوة إلى نصف قيمته يؤدي إلى تقليل .
الخطأ إلى نحو ربع قيمته ، والنتائج المبينة بالجدول التالي تتفق مع هذه 

  تكون الأخطاء المقابلة لأحجام الخطوة  tj = 1.0النتيجة ، فمثلا عندما 
 , 0.2  h1    , 0.1  h2    , 0.05  h3   0.025  h4   

 هي على الترتيب :
, 0.014780j,1e   0.003660,j,2e  0.000913,j,3e  0.000228j,4e   

  وبالتالي نحصل على النسب التالية للأخطاء :

.25.02497.0ee

,25.02495.0ee,25.02476.0ee

3,j4,j

2,j3,j1,j2,j




 

ونلاحظ كذلك أن هذه النسب تقترب تدريجيا من النسبة 
4
كلما نقص حجم  1

 الخطوة.

  

jt  

  1,jj xtx 

1,je 

  2,jj xtx 

2,je 

  3,jj xtx 

3,je 

  4,jj xtx 

4,je 

h1 = 0. 2 h2 = 0. 1 h3 = 0.05 h4 = 0.025 
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
0.2 0.002847 0.000704 0.000176 0.000044 
0.4 0.005898 0.001460 0.000364 0.000091 
0.6 0.009007 0.002229 0.000556 0.000139 
0.8 0.012013 0.002974 0,000742 0.000185 



  

1.0 0.014780 0.003660 0.000913 0.000228 
1.2 0.017208 0.004263 0.001063 0.000265 
1.4 0.019235 0.004766 0.001189 0.000297 
1.6 0.020815 0.005160 0.001287 0.000322 
1.8 0.021920 0.005435 0.001356 0.000338 
2.0 0.022533 0.005588 0.001394 0.000348 
2.2 0.022639 0.005615 0.001401 0.000350 
2.4 0.022232 0.005516 0.001377 0.000344 
2.6 0.021304 0.005285 0.001319 0.000329 
2.8 0.019852 0.004926 0.001230 0.000308 
3.0 0.017872 0.004435 0.001107 0.000277 
3.2 0.015362 0.003812 0.000951 0.000237 
3.4 0.012322 0.003059 0.000763 0.000191 
3.6 0.008749 0.002171 0.000541 0.000135 
3.8 0.004641 0.001152 0.000287 0.000072 
4.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

  
  الأخطاء في التقريبات العددية الناتجة عند تطبيق طريقة الفرق المحدود

  
وفيما يلي نوضح كيفية تطبيق طريقة ريتشاردسون للتحسين لاستيفاء    

(extrapolate)  قيم المتتابعات  
       4,j3,j2,j1,j x,x,x,x:sequences  

 six digits of)والتي تبدو غير دقيقة ، والحصول على دقة تبلغ ستة أرقام 

precision).  
احذف حدي الخطأ     22 2/hO,hO)termserror(  في التقريبات

   2,j1,j x,x  وذلك بتوليد(generating)  المتتابعة المستوفاة
    34 121 ,j,j,j xxz  .(extrapolated sequence) 



  

وبالمثل يمكننا حذف حدي الخطأ        22 4/hO,2/hO  في
التقريبات    3,j2,j x,x  بتوليد المتتابعة    3xx4z 2,j3,j2,j .  

من طريقة  (second level)ويمكن إثبات أن المستوى الثاني   
ريتشاردسون للتحسين ينطبق على المتتابعتين    2,j1,j z,z  بحيث يصبح ،

التحسين الثالث:  1516 12 ,j,j zz   [41](انظـر مثلا المرجع.(  
لتوضيح الخطوات المذكورة سابقا لهذه الطريقة بمثال ، نفرض أن و   

المقابلة للنقطة  (extrapolated values)المطلوب إيجاد القيم المستوفاة 
1.0t j .  

  القيمة الأولى المستوفاة هي:

13
042106105322614

3
4 056932112

,j
..xx

z.,j,j    
  والقيمة الثانية المستوفاة هي:

23
053226105597314

3
4 056889123

,j
..xx

z.,j,j    
j1,j,2وأخيرا الاستيفاء الثالث يشتمل على الحدين  z,z:  

.056886.1
15

056932.1056889.116
15

zz16 1,j2,j    
 six decimal)وهذه القيمة الأخيرة تحتوي على ستة أرقام عشرية دقيقة 

places of accuracy) .والجدول التالي يعطي القيم عند النقاط الأخرى .  

jt
1,j

3

xx4

z

1,j2,j 

2,j

3

xx4

z

2,j3,j 

15

zz16 1,j2,j 
 jtx 

Exact 
solution 

0.0 1.250000 1.250000 1.250000 1.250000 
0.2 1.317360 1.317351 1.317350 1.317350 
0.4 1.326524 1.326506 1.326504 1.326505 
0.6 1.281792 1.281764 1.281762 1.281762 
0.8 1.189451 1.189414 1.189412 1.189412 
1.0 1.056932 1.056889 1.056886 1.056886 



  

1.2 0.892138 0.892090 0.892086 0.892086 
1.4 0.703003 0.702951 0.702947 0.702948 
1.6 0.497246 0.497191 0.497187 0.497187 
1.8 0.282244 0.282188 0.282184 0.282184 
2.0 0.064991 0.064935 0.064931 0.064931 
2.2 -0.147918 -0.147973 -0.147977 -0.147977
2.4 -0.350268 -0.350322 -0.350325 -0.350325
2.6 -0.536207 -0.536258 -0.536261 -0.536261
2.8 -0.700213 -0.700259 -0.700263 -0.700262
3.0 -0.837072 -0.837113 -0.837116 -0.837116
3.2 -0.941850 -0.941885 -0.941888 -0.941888
3.4 -1.009870 -1.009898 -1.009899 -1.009899
3.6 -1.036688 -1.036707 -1.036708 -1.036708
3.8 -1.018075 -1.018085 -1.018086 -1.018086
4.0 -0.950000 -0.950000 -0.950000 -0.950000

  
استيفاء التقريبات العددية      3,j2,j1,j x,x,x  التي حصلنا عليها بطريقة

  الفرق المحدود.
  

  خوارزمية طريقة الفرق المحدود
(Finite Difference Method Algorithm) 

  لإيجاد حل عددي تقريبي لمسألة القيمة الحدية  
               bx,ax;trtxtqtxtpx  

ام صيغة الفروق المحدودة من الرتبة ، وذلك باستخد [a , b]عبر الفترة 
 2hO.  

  ملاحظة :
  هي : (mesh)الشبكة   

btta 1N1    



  

  هي : (solution points)ونقاط الحل 
   121  N,,,j,x,t jj   

 
INPUT A, B {Endpoints of interval} 
INPUT Alpha, Beta {Boundary values} 
INPUT N {Number of steps} 
 
Subroutine CoeffMat(A,B,Alpha,Beta,Vt,Va,Vb,Vc,Vd,N) 

H := [B–A]/N 
FOR J=l TO N–1 DO 

Vt(J) := A + H*J 
FOR J=l TO N–1 DO 

Vb(J) := –H^2*R(Vt(J)) 
Vb(l) := Vb(1) + [1 + H/2*P(Vt(l))] –Alpha 
Vb(N–1) := Vb(N–1) + [1 – H/2*P(Vt(N–1))]*Beta 
FOR J=1 TO N–1 DO 

Vd(J) := 2 + H^2*Q(Vt(J)) 
FOR J=l TO N–2 DO 

Va(J) := – 1 – H*P(Vt(J+l))/2 
FOR J=l TO N–2 DO 

Vc(J) := –1 + H*P(Vt(J))/2 
 
Subroutine TriMat(Va,Vb,Vc,Vd,X0,N) 

FOR K=2 TO N–1 DO 
Temp := Va(K–l)/Vd(K–1) 
Vd(K) := Vd(K) – Temp*Vc(K–1) 
Vb(K) := Vb(K) – Temp*Vb(K–1) 
X0(N–1) := Vb(N–l)/Vd(N–1) 

FOR  K = N–2 DOWNTO  1  DO 
X0(K) := (Vb(K) – Vc(K) *X0(K+l))/Vd(K) 

 
{The main program starts here.} 
CALL CoeffMat (A,B,Alpha,Beta,Vt,Va,Vb,Vc,Vd,N) 
CALL  TriMatTriMat(Va,Vb,Vc,Vd,X0,N) 
 
FOR i=l TO N–1 DO 

T(I + 1) : = Vt(i) 
X(i+l):= X0(i) 

T(l) := A, T(N+l) := B 
X(l) := Alpha, X(N+l) := Beta 



  

 
OUTPUT {T(J), X(J): for J=1,2,...,N+l} 
 



 

  ٩تمرينات رقم 
  

  )٩-٩) إلى ١-٩في المسائل التالية من   
استخدم طريقة الفرق المحدود لحل مسألة القيمة الحدية المعطاة باتخاذ  )أ 

 حجم الخطوة :

h = 0.2 ,  h = 0.1 ,  h = 0.05 

استخدم طريقة استيفاء القيم التي حصلت عليها في الجزء أ) للحصول  )ب 
لتحسينات ، شبيها بجدول استيفاء على إجابة أدق (أي كوِّن جدولا ل

 التقريبات العددية المعطى قرب نهاية الفصل).

  أوجد حل المسألة )١-٩
            22 1022 t/tlncostxt/txt/x   

  .x(1) = 1 , x(3) = -1، حيث  [3 , 1]عبر الفترة 
  

  أوجد حل المسألة )٢-٩
     t3cos9.3tetx6tx5x t2    

  .x(0) = 0.95 , x(3) = 0.15، حيث  [3 , 0]عبر الفترة 
 

  وجد حل المسألةأ )٣-٩
     t2sinetx2tx2x t    

  .x(0) = 0.6 , x(4) = -0.1، حيث  [4 , 0]عبر الفترة 
 

  أوجد حل المسألة )٤-٩
       t2sint4cos5tx4tx4x   

  .x(0) = 0.75 , x(2) = 0.25، حيث  [2 , 0]عبر الفترة 
 

  أوجد حل المسألة )٥-٩



 

     01 2411   xxt/x t/  
  .x(1) = 1 , x(6) = 0، حيث  [6 , 1]عبر الفترة 

 

  أوجد حل المسألة )٦-٩
      2222 t/tsinxt/xt/x   

  .x(1) = -0.02 , x(6) = 0.02، حيث  [6 , 1]عبر الفترة 
 

  أوجد حل المسألة )٧-٩
      tcostxxt/x t/   24111  

  .x(1) = 1.0 , x(6) = -0.5، حيث  [6 , 1]عبر الفترة 
 

  أوجد حل المسألة )٨-٩
    111 2  xt/xt/x  

  .x(0.5) = 1 , x(4.5) = 2، حيث  [4.5 , 0.5]عبر الفترة 
 

  أوجد حل المسألة )٩-٩
    22 t/1xt/16xt/1x   

  .x(1) = 0.75 , x(7) = 0.30، حيث  [7 , 1]عبر الفترة 
 

، وأن  [a , b]دوال متصلة على الفترة  p , q , rنفرض أن  )١٠-٩
  bta;0tq  إذا كانت .h  0تحقق الشرط < h < 2/M 

حيث   tpmaxM
bta 

  فاثبت أن مصفوفة المعاملات ،

(coefficient matrix)  تحقق شرط السيطرة  (6)في العلاقة
 a)، وأن هناك حلا وحيدا  (diagonal dominance)القطرية 

unique solution). 

نفرض أن  )١١-٩  0Ctp 1   وأن  0Ctq 2  . 



 

 tridiagonal linear)القطرية اكتب النظام الخطي ثلاثي  ) أ

system) .لهذه الحالة  
 diagonally)اثبت أن النظام ثلاثي القطرية مسيطر قطريا  ) ب

dominant)  وبالتالي يكون له حل وحيد بشرط أن ،
hC/C 21 . 

 



 

  عامةتمرينات 
  
لحل مسألة القيمة  (Picard’s method)تُعرَّف طريقة بيكارد  )١(

 الابتدائية

    0dt
dy

yay,bta,y,tfy   
  كما يلي:  
نفرض أن           b,atyty 0

0   
عرِّف متتابعة الدوال    ty k  بالعلاقة التكريرية  

        *,...2,1k;dy,fyty t
a

1k
0

k     

كامل  )أ (  ty,tfy   واستخدم الشرط الابتدائي لاستنتاج ،
  ).*طريقة بيكارد ، أي استنتاج العلاقة التكريرية (

قم بتوليد  )ب (        xy,xy,xy 210 (generate)  لمسألة
 القيمة الابتدائية

      10y;y,xfyxy 22
dx
dy  

قارن النتيجة التي حصلت عليها مع الحل الذي تحصل عليه  )ج (
 وك متسلسلة تايلور.باستخدام مفك

 obtained series)إذا قمنا بإنهاء المتسلسلة التي حصلنا عليها  )د (

is terminated)  بطريقة بيكارد في (ب) بعد الحد الرابع ، أوجد
الذي تقوم خلاله الحدودية الناتجة  xقيم  (range)مدى 

(resulting polynomial)  بتمثيل(representing) y 
  .(decimal places 4)شرية صحيحة لأربعة أرقام ع

  
 method of Picard’s)(أ) طبق طريقة التقريبات المتتابعة لبيكارد  )٢(

successive approximations) لحل مسألة القيمة الابتدائية 



 

;1tyy  ,1t0    .10y 

 وذلك بتوليد الصيغ:            .ty,ty,ty,ty 3210  
(ب) قارن النيجة التي حصلت عليها في (ب) مع متسلسلة ماكلورين 

(Maclaurin series)  للحل المضبوط  tetty .  
  

أوجد صيغ بيكارد التكريرية  )٣(     321 y,y,y  لكل من المسائل التالية
 :y، وقارنها مع الحل الصحيح 

  (أ)  10y;yy   
  (ب)  21y;xyy   
  (ج)    10y;xcos2yy   

 

 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية  )٤(

  01y,2t1;etyy t2
t
2  

والتي حلها المضبوط      eetty t2   
لإيجاد حل تقريبي  h = 0.1استخدم طريقة أويلر بحجم خطوة  )أ (

 المضبوطة. yوقارنه بقيم 

حصلت عليها في أ) والاستكمال الخطي  استخدم الإجابات التي )ب (
(linear interpolation)  لإيجاد تقريبات لقيمy  ، التالية
 وقارنها مع القيم المضبوطة:

(i)  y(1.04) (ii)  y(1.55) (iii)  y(1.97)

 اللازمة لتحقق الشرط  hاحسب قيمة  )ج (

  1.0ytye kkk   
  وذلك باستخدام العلاقة

   1e
L2

Qh
kkk

khLytye  

 نفرض أن لدينا مسألة القيمة الابتدائية )٥(



 

  01y,2t1;etyy t2
t
2   

والتي حلها المضبوط    eetty t2   
 h = 0.1استخدم طريقة تايلور من الرتبة الثانية بحجم خطوة  )أ (

 المضبوطة. yلإيجاد حل تقريبي ، وقارن بقيم 

ال الخطي استخدم الإجابات التي حصلت عليها في أ) والاستكم )ب (
 التالية ، وقارنها مع القيم المضبوطة. yلإيجاد تقريبات لقيم 

(i)  y (1.04) (ii)  y (1.55) (iii)  y (1.97) 

 h = 0.1استخدم طريقة تايلور من الرتبة الرابعة بحجم خطوة  )ج (
 المضبوطة. yلإيجاد حل تقريبي ، وقارن بقيم 

كمال استخدم الإجابات التي حصلت عليها في ج) والاست )د (
 piecewise cubic)التكعيبي التجزيئي بطريقة "هرميت" 

Hermite interpolation)  لإيجاد تقريبات لقيمy  ، التالية
 وقارنها مع القيم المضبوطة.

(i)  y (1.04) (ii)  y (1.55) (iii)  y (1.97) 
 

رأسيا لأعلى بسرعة  m = 0.11 kgكتلتها  (projectile)أطلقت قذيفة  )٦(
. وأخذت سرعتها في التناقص بسبب قوة  v(0) = 8 m/sابتدائية 
 air)وبسبب مقاومة الهواء  Fg = mg (force of gavity)الجاذبية 

resistance)  vkvFr   حيث ،k = 0.002 kg/m  
2s/m8.9g   وتعطي المعادلة التفاضلية للسرعةv بالعلاقة 

vkvmgvm   
 s0.1,...,2.0,1.0أوجد السرعة بعد  )أ (

  طريقة تايلور من الرتبة الثانية.  i)ملاحظة : استخدم في الحل 
                          ii.طريقة تايلور من الرتبة الرابعة  (  



 

 (nearest tenth of a second)لأقرب جزء عشري من الثانية  )ب (
ا لتبدأ بعد ذلك في حدد متى تصل القذيفة إلى أقصى ارتفاع له

  السقوط.
)٧( (i)    استخدم طريقة هوين (طريقة أويلر المحسَّنة) لإيجاد حلول تقريبية

لكل من مسائل القيمة الابتدائية التالية ، وقارن النتائج مع الحلول 
 الصحيحة:

 )أ (  11y,2t1;y
2

t
y

t
y 





 

 h = 0.1استخدم حجم الخطوة 

الحل الصحيح :    tn1/tty   

 )ب (  01y,3t1;1y
2

t
y

t
y 





 

 h = 0.2استخدم حجم الخطوة 

الحل الصحيح :    tntantty   
 )ج (     20y,2t0;3y1yy  

 h = 0.2استخدم حجم الخطوة 

الحل الصحيح :     1t2e123ty
  

 )د ( 
3
12 0y,1t0;t2t5y5y  

 h = 0.2استخدم حجم الخطوة 

الحل الصحيح :   t5
3
12 etty  

)ii(  استخدم نتائج الجزء(i)  من السؤال والاستكمال الخطي لتحصل
التالية ، وقارن القيم الناتجة مع القيم  yعلى تقريبات لقيم 

  الصحيحة:
 y(2.1) , y(2.75)(ب)  y(1.25) , y(1.93)(أ)  

 , y(0.54)(د)   y(1.3) , y(1.93)(ج)  
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y(0.94) 

  
)٨( (i)  ) ٧أعد حل السؤال(-(i) كوشي المعدَّلة  –خدام طريقة أويلر باست

(modified Euler-Cauchy method)  والتي تسمى أيضا طريقة]
 ].(Midpoint method)النقطة المتوسطة 

(ii)  ) ٧أعد حل السؤال(-(ii) ) ٨باستخدام نتائج(-(i).  
  

كوتا من الرتبة  –باستخدام طريقة رونج  (i)-)٧أعل حل السؤال ( )٩(
 الرابعة.

 

 فهلبرج باستخدام  –كوتا  –رونج  طبق طريقة )١٠(

Tol = 10-4 ,    Hmax = 0.25 ,    Hmin = 0.05 

لإيجاد حلول تقريبية لمسائل القيمة الابتدائية التالية ، وقارن النتائج مع 
  القيم الصحيحة:

 )أ (  00y,1t0;y2tey t3  

الحل الصحيح :    t2
25
1t3

25
1t3

5
1 eeetty   

 

 )ب (    12y,3t0;yt1y 2  

الصحيح :   الحل   t1/1tty   
 

 )ج (  21y,2t1;1y
t
y  

الحل الصحيح :    t2tlntty   
  

 )د (  10y,1t0;t3sint2cosy  

الحل الصحيح :   
3
4

3
1

2
1 t3cost2sinty   

  



 

 

) في 2باشفورث للتنبؤ / للتقدير [المعادلة ( –استخدم صيغة آدمز  )١١(
بية لمسائل القيمة الابتدائية التالية. الفصل السادس] لإيجاد حلول تقري

كوتا من الرتبة الرابعة للحصول على القيم  –استخدم طريقة رونج 
. قارن النتائج التي تحصل عليها  (starting values)الابتدائية 

 (الحلول التقريبية) مع الحلول المضبوطة.

  (أ)  11y,2t1;y
2

t
y

t
y 





  

 h = 0.1استخدم حجم الخطوة    

حل المضبوط:  ال  
tln1

tty


  

  (ب)  01y,3t1;1y
2

t
y

t
y 





  

  h = 0.2استخدم حجم الخطوة    
الحل المضبوط:      tlntantty   

  (ج)     20y,2t0;3y1yy   
  h = 0.1استخدم حجم الخطوة    
الحل المضبوط:    

t2e1
23ty 

  

  (د)  3/10y,1t0;t2t5y5y 2   
  h = 0.1استخدم حجم الخطوة    
الحل المضبوط:     t5

3
12 etty   

  
مولتن للتقدير والتصحيح لإيجاد  –باشفورث  –اسـتخدم طريقة آدمز  )١٢(

حلـول تقريبـية لمـسائل القيمة الابتدائية المعطاة في المسألة السابقة 
)١١.( 
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مسألة القيمة الابتدائية  )١٣(  10y,20.0t0;ey y   

 لها الصحيح هو ح

y(t) = 1 – ln (1 – et) 

في الفصل  (3)مولتن للتصحيح [ المعادلة  –تطبيق صيغة آدمز 
 (fixed point)السادس ] لحل هذه المسألة يكافئ إيجاد النقطة الثابتة 

yk+1 للعلاقة  
   yky1ky2ky e9e19e5e

24
h

kyyg    
بالتكرير  yk+1، احصل على  h = 0.01مستخدما حجم الخطوة  )أ (

،  k = 2,3,...,19بالتعويض  (functional iteration) الدالي
210واستخدم قيما ابتدائية مضبوطة  y,y,y (exact starting 

values) وفي كل خطوة استخدم .yk  للحصول على قيمة
 .yk+1تقريبية ابتدائية لـ 

بتسريع التقارب  (Newton’s method)هل تقوم طريقة نيوتن  )ب (
(speeding the convergence) أفضل من التكرير الدالي؟  

  
كوتا للنظم لتقريب حلول نظم المعادلات  –استخدم طريقة رونج  )١٤(

التفاضلية الآنية التالية من الرتبة الأولى ، وقارن النتائج مع الحلول 
 المضبوطة:

  )أ (

    ;101u,1t0,t2e12t22u21u31u   

    ;102u,1t0,t2e4t22t2u1u42u   
h= 0.2 ; 

  الحل المضبوط:  
    t22

3
2

3
1

2
t2

3
1

3
1

1 ettet5etu,etet5etu   

 
  )ب (
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  ;00u,2t0,tsin4tcos2u21u41u 1   
  ;10u,2t0,tsin32u1u32u 2   

;1.0h   

  الحل المضبوط:  
    t2e2te3t2u,tsint2e2te2t1u   

  )ج (

  ;10u,2t0,2u1u 1   
  ;00u,2t0,1e21u2u 2

t   

  ;10u,2t0,1e1u3u 3
t   

;5.0h   

  الحل المضبوط:  
   
  .tcostsint3u

tetcostsint2u,1tetsintcost1u




 

  )د (

  ;101u,1t0,tu2u1u 3   
  ;10u,1t0,t32u 2

2   

  ;10u,1t0,e2u3u 2
t    

;1.0h   

  الحل المضبوط:  
   

  .ett25.0t3u

,1tt2u,e2t4t25.0t05.0t1u

t4

3t5








 

 

مولتن للتقدير والتصحيح لإيجاد حلول  –باشفورث  –طبق طريقة آدمز  )١٥(
 من الرتبة الأولى: تقريبية لنظم المعادلات التفاضلية الآنية التالية

  )أ (

   
;1.0h

,00y0y,1t0,ttey2y2y t




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  الحل المضبوط:  
  .2te2tee3tty ttt

6
1  

 
  )ب (

    ,01y,11y,2t1,tlnty2yt2yt 32   
;1.0h   

  الحل المضبوط:  
  .ttlnttty 3

4
33

2
1

4
7   

  )ج (

      ,00y,20y,10y,3t0,ey2yy2y t   
;2.0h   

  الحل المضبوط:  
  .teeeety t

6
1t2

9
4t

4
3t

36
43    

  )د (

      ,31y,11y,01y

,2t1,t9tlnt5y4yt3ytyt 3323




 

;1.0h   

  الحل المضبوط:  
      .tlnttlnsinttlncosttty 32   

 

 نفرض أن مسألة القيمة الابتدائية )١٦(

     ay,bta;y,tfy  
 one-step difference)سنقربها بطريقة فروق أحادية الخطوة 

method) :صيغتها  

 h,y,thyy

,y

kkk1k

0





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0h0نه يوجد عدد ونفرض أيضا أ   وأن h,y,t  دالة متصلة
بثابت   yفي المتغير  (a Lipschitz conditon)وتُحقق شرط ليبشتز 

  على المجموعة Lليبشتز 
  0hh0,y,btah,y,tD   

  .(stable)اثبت أن هذه الطريقة مستقرة 
  بحيث أن  k > 0جود ثابت إرشاد:  اثبت أن الفروض المعطاة تعني و 

Nk1,kvuKvu 00kk   

كلما حققت    N,...,2,1k;u,n,...,2,1k;v kk   معادلة
الفروق  h,y,thyy kkk1k  (difference equation.  

  
  (multistep method)نفرض أن لدينا الطريقة متعددة الخطوات  )١٧(

 
.1N,...,3,2k

;y,tfh3yy3yy kk2k2
1

1kk4
3

1k



   

أوجد خطأ الاقتطاع المحلي  )أ ( te. 

واستقرار  (consistency)عقِّب على كل من اتساق / تواؤم  )ب (
(stability)  وتقارب(convergence) .الطريقة  

  
 (difference method)ادرس استقرار طريقة الفروق  )١٨(

    
.1N,...,2,1k

;y,thf2y,tfh2y5y4y 1k1kkk1kk1k


   

  .y0 , y1مع القيمتين الابتدائيتين 
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  ١تمرينات رقم أجوبة 
  
  
   L = 1  .1                )  ب)١-١

3.  L = 3 
5.  L = 60 

)  ج)  لا ، لأن    ٣-١  3
2

yy,tf
2
1

y


  
، و  t = 0ليست دالة متصلة عند     


y,tflim y

0y
.  

٦-١  (  
1.      3tcostty 3   

3.     t

0

2/s dsety
2

 

  ب) )٨-١
  t000120968.0

0 eyty   

  سنة.  2808ج)      
  ثانية.  6.9237د)      
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  ٢تمرينات رقم أجوبة 
 
 

 iii1i y,xfhyy                       ١-٢(  

         2
iii y1.0xhy   

    99.01*1.001.01y1.0xhyy 2
0001   

  990199.099.0*1.01.01.099.0y 2
2   

 
0004.1000394.1

990199.0*1.02.01.0990199.0y 2
3




 

٢-٢(  

 2
i

2
ii1i yx5.0yy   

1y,1x 00   -1 -0.5 0 0.5 1 
X0 X1 X2 X3 X4 

4623717.0y,4296874.0y,625.0y,1y 4321   
٣-٢(  

3
1

yxy   

 exact solution:  
2
3

2

3
x2y 





   

     22788.12.1y 2
3

3
44.12

exact    

Euler: 3
1

iii1i yx1.0yy   

  y1=1.1 ,      y2 = 1.2135508 
  Error = 0.0143292 

٤-٢(  
  h&EError   
  )1(...Eyyy 11exact   
  )2(...Eyyy 22exact   
  1.0h,05.0h 21   
     hE3E2Eh2h 1212   
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 (1) & (3)   2y = 2y1+E2  (4) 
      y = y2 + E2  (2) 
 
 (4) - (2)     y = 2y1 - y2  
 

 y = 2.45452 – 1.22595 = 1.22857 
  i  (1.44أ)  ( )٥-٢

(ii) 1.4641 
 y  yRichardson = 1.4882                                ب) 

y(0.4)  yexact = 1.491824 
Error ratio = 7.648826 : 1    8 : 1 

steps305953.30   ج) 
0130739.0

4.0  

٧-٢  (  

  10y;yty 2   
المضبوطة للحلول مبينة الحلول بطريقة أويلر عند بعض النقاط مع القيم 

  بالجدول التالي:
  

tk 
yk Exact 

y(tk) h = 0.2 h = 0.1 h = 0.05 
0.05   0.95 0.951271 
0.1  0.9 0.902625 0.905163 
0.15   0.857994 0.861792 
0.2 0.8 0.811 0.816219 0.821269 
1.0 0.537856 0.586189 0.609438 0.632121 
2.0 1.714101 1.790581 1.827913 1.864665 

٩-٢  (  
  10y;yty   

  
  الحلول بطريقة أويلر مع القيم المضبوطة مبينة بالجدول التالي:  

 
 

tk 
yk Exact 

y(tk) h = 0.2 h = 0.1 h = 0.05 
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0.05   1.0 0.998751 
0.1  1.0 0.9975 0.995012 
0.15   0.992513 0.988813 
0.2 1.0 0.99 0.985069 0.980199 
1.0 0.652861 0.628157 0.616984 0.606531 
2.0 0.124379 0.130400 0.132980 0.135335 

 
 أ) )١٢-٢

y5 = 1000 (1 + 0.12)5 = 1762.3417 
y60 = 1000 (1 + 0.01)60 = 1816.6967 

  9355.182111000y
1800

360
12.0

1800   

 ١٤-٢( 

  .8,...,2,1k;10P00004.0Pk02.0Pk1Pk 2
k   

Year tk 
Actual 

population 
at tk, P(tk) 

Pk 
Euler 

rounded at 
each step 

Euler with more 
digits carried 
at each step 

1900 0.0 76.1 76.1 76.1 
1910 10.0 92.4 89.0 89.0035 
1920 20.0 106.5 103.6 103.6356 
1930 30.0 123.1 120.0 120.0666 
1940 40.0 132.6 138.2 138.3135 
1950 50.0 152.3 158.2 158.3239 
1960 60.0 180.7 179.8 179.9621 
1970 70.0 204.9 202.8 203.0000 
1980 80.0 226.5 226.9 227.1164 

 
فإن طريقة أويلر لحل ھذه المسألة تنتج  Mلا ، لأنه لأي عدد صحيح  )١٩-٢

  تحقق العلاقات: ykقيما 

M21 y...yy0   
 y(3) < 0، أي أن    y(t) = tan t   والحل  الرياضي المضبوط ھو
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  ٣تمرينات رقم أجوبة 
  

١-٣(  

   









22
kykxhkyhkx2

kykx
2
h

ky1ky  

 ضع في هذه الصيغة : )أ 

k = 0 ,     x0 = 0 ,      y0 = 2  ,     h = 0.2 

  92.1222.001.021y 



   

   k = 0 ,     x0 = 0 , y0 = 2 ,      h = 0.1ضع   )ب 

  )k = 1(ثم 
  1.98220.102y

2
0.1

1 



   

  




 
222

2
1.0

2 98.1*1.0*1.098.12.098.1*1.098.1y

     = 1.9227312 
Exact Solution:   y = 2/(1 + x2) 
    y(0.2) = 2/(1 + 0.04) = 1.9230769 
Ea = 0.0030769 
Eb = 0.0003457 

i.e.  h  0  E  0  Heun’s method : convergent تقاربية. 
٢-٣(  

 kkk2
h

k1k yhyyyy   

k2
h yh1

2






   

2
h

02
h

1
22

h1yh1y 





   
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

2

2
h

12
h

2
22

h1y.h1y 





 






 

 

n

2
h

n
2

h1y 





   

        أ) 
2

h2
h1hA   

  ب)
22.12.01yy2.0h

2
2.0

12.0x
2
   

  221387.10202.1

02.01yy02.0h

10

10

2
02.0

102.0x
2









    

Exact Sol. :   y(x) = ex 
y(0.2) = e0.2 = 1.221403 
 
h = 0.2      E = 1.221403 – 1.22 = 0.001403 
h = 0.02      E = 1.221403 – 1.221387 = 0.000016 
 
i.e.  h  0        E  0 
 

 Heun’s method : convergent   تقاربية 
 أ) )٣-٣

  11yxy

cxydxx2dyx2y

2

2




 

  11yxy

clnxln2yln2y

2

x
dx

y
dy

x
y2




 

 

  ب)  
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     k,kk1kkk2
h

k1k yxfhy,xfy,xfyy    

(I)     x2y,xfy  

 
   *..............xxhy

x2x2yy

1kkk

1kk2
h

k1k








 

 

   

   truehxh2xhx

hxxhxhx

xxhxxxy

2
k

2
k

2
k

kk
2
k

2
k

1kk
2
k

2
1k

2
kk





 

 

(II)   
x
y2

y,xfy  

 **..............hy

2yy

1k

kx
ky2

k

k

k

1k

kx
ky2

k

k

k

x

.hy

x
y

k

x

.hy

x
y2

2
h

k1k








































 

    xy 2
kk  
















 1k

k
2
k

x

xh2x
k

2
k

2
1k xhxx  

 
hx
h2x

kk
2
k

2
k

k

kxhxhxhx

  

 0h.... 2  (مستحيل)
  ج)  

(I) y1 = y0 + h (x0 + x1)  from (*) 

      = 1 + 0.1 (1 + 1.1) = 1.21 

 Error = (1.1)2 – 1.21 = 0          كما هو متوقع)(  
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(II)  **fromhyy
1

0x
0y2

0

0

0
x

.hy

x
y

01 


















 

2090909.11.01
1.1

*1.01

1
1 1

2














 

Error = 1.21 – 1.2090909 = 0.0009091 

الحلول بطريقة هوين للمسألة   )٤-٣  10y;yty 2  

tk 
yk Exact y(tk) h = 0.2 h = 0.1 h = 0.05 

0.05   0.951313 0.951271 
0.1    0.9055 0.905245 0.905163 
0.15   0.861915 0.861792 
0.2 0.824      0.821928 0.821431 0.821269 
1.0 0.643244 0.634782 0.632772 0.632121 
2.0 1.881720 1.868726 1.865656 1.864665 

٦-٣(  
  10y;tyy   

tk yk Exact y(tk) 
 h = 0.2 h = 0.1 h = 0.05  

0.05    0.99875 0.998751 
0.1   0.995     0.995011 0.995012 
0.15   0.988811 0.988813 
0.2  0.98 0.980175 0.980196 0.980199 
1.0 0.606975 0.606718 0.606586 0.606531 
2.0 0.139628 0.136318 0.135571 0.135335 

 

٩-٣(  
    1600v,30,0t;v1.032v   
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tk vk 
1.00 114.341 
2.00 73.025 
3.00 35.639 
4.00 1.809 
5.00 -28.802 

10.00 -143.341 
20.00 -254.983 
30.00 -296.071 

محســـوبة بتحســـينات  y(3)الجـــدول التـــالي يعطـــي القـــيم التقريبيـــة لــــ   )١٢-٣
 ريتشاردسون لحل المسألة

    10y,3,0t;y
2

yt  
 

h yh  2hh y - 4y /3

1 1.732422  

2
1 1.682121 1.665354 

4
1 1.672269 1.668985 

8
1 1.670076 1.669345 

16
1 1.669558 1.669385 

32
1 1.669432 1.669390 

64
1 1.669401 1.669391 

١٣-٣(     3
1

3
1

y5.1y,tfy5.1y  

  


3
2

y5.0y,tfy   [ غير موجودة   fy (0,0)] 

عبـر  fyأي أن مسألة القيمة الابتدائية لا تحقق شـرط وجـود المشـتقة 
، وبالتـــالي تكـــون المســـألة  (0,0)أي منطقـــة مســـتطيلة تحتـــوي علـــى 



 

عبـر  (not well-posed)غيـر محـددة / غيـر معرفـة تعريفـا كـاملا 
  هذه المنطقة.
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  ٤أجوبة تمرينات رقم 
  
١-٤(  

i!2
h

ii1i yyhyy
2

  

3
1

xyy   
3
1

3
2

yyyxy
3
1 

  

1yxy 3
1

00   
333333.11y

3
1

0   
1066666.11.01y

3
4

2
01.0

1   

  1377971.11066666.11.1yxy 3
1

3
1

111   
   3

1
3
2

1066666.11066666.11377971.11.1y
3
1

1 

4242956.1  
4242956.11377971.11.010666666.1y

2
01.0

2   
2275677.1  

  2
3

2

3
x2

ex xy 





   

  22788.12.1yex   
Error = 0.0003123 

٢-٤(  
yyy,yy   

 
2
2h

ii2
2h

ii1i h1yyhyyy   
i1i y905.0y1.0h    

  6708.0905.0y 4
4   



 

 

 
٣-٤( (i 

    00y,10y,xy2y   
    20y,yyx2y   
    00y,y2yx2y   

Taylor:           ...0y0y0yx0yxy
!3

x
!2

x 32
  

2x1  
  99.001.011.0xatyy1   

Taylor:      ,198.099.0*1.0*21.0y,99.01.0y   
      9404.199.0198.0*1.021.0y   
     198.0*29404.1*1.021.0y   
    = 1.18008 

          ...xyxyxyhxyhxy
!3

h
!2

h 32
  

960695.018008.1*

9404.1*198.0*1.099.0y

6
001.0

2
01.0

2.0x





 
(ii    

 ii1i1i y,xhf2yy    

فيكون  x = 0.2عند  y، والمطلوب إيجاد قيمة  h = 0.1نظرا لأن   
 . y2المطلوب إيجاد قيمة 

9604.099.0*1.0*4.01    

y  x2 * 0.2 - y  )y , f(x 0.2  yy

0.99  y

110110 2

1





 

 
2x

ex exy   

  9607897.0e0.2y 04.0
ex    

Error = 0.0003897 
Error in (i) = 0.0000947 
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  أي أن طريقة تايلور أفضل.  
 

913168.09604.0*2.0*4.099.0

yxh4yy,xfh2yy 2212213




 

٤-٤( (i) 

       
xh,0y,0x

...xyxyhxyhxy

00

0!2
h

000
2




 

  ...yyyx0xy 0!3
x

0!2
x

0
32

  

0yxyyxy 000   
1y1yy1y 00   

1yyy 0   
1yyy 0   

      1yyy 5
o

45   

 
!5

x
!4

x
!3

x
!2

x 5432
xy   

ii(  حتى تكون قيمy : صحيحة لثلاثة أرقام عشرية فإن 

5696791.0x5696791.0

5696791.0x10x5.0 3
!5

x5



 
 

iii(       01873334.0y
!4

2.0
!3
2.0

!2
2.0

2.0x

432
 

       01873075.0e12.02.0y 2.0
ex    

510x254.00000025.0Error   

  (صحيح لخمسة أرقام عشرية)    
iv( 0048375.0y

!4
1.0

!3
1.0

!2
1.0

1.0x

432
 

  نعتبر :  x = 0.2 عند  yوالآن للحصول على قيمة 
0048375.0y,1.0x 00   

     
.yyyy1.0yy 0!4

1.0
0!3

1.0
0!2

1.0
002.0x

432
  
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09048375.0y1y

0951625.0yxy

00

000




 

0187309.0y

9048375.0yy

9048375.0yy

2.0x

00

00








 

Error = 0.00000015 

أي أن القيمة صحيحة لستة أرقام عشرية ، وبالتالي فهذه النتيجة أفضل   
  ).iiiمن تلك التي حصلنا عليها في الجزء (

٦-٤(  

          )Taylor(0y0y0y.x0y0xy
!3

x
!2

x 32
  

yxyyxxy

yxxyxy

yxxy







2

22

23

361218
369

331
 

 

           00y,60y,00y,10y,10y

yx3y18yx1818y

4

24




 

   
 53

5
!4

x
!3

x
!2

x

xOxx1

xO0.6.0.x1xy
432




 

٧-٤(                                           321 xxxxy 

وذلك باستخدام حدود حتى   y = 1.25000   تكون  x = 0.2   عند
x6.  ونلاحظ أن نصف قطر تقارب هذه المتسلسلة(radius of 

convergence of the series)  مما يعني أنه لا يمكن  1يساوي ،
  .x = 1.2عند  yقيمة استخدام هذه المتسلسلة لحساب 

11الحل المضبوط هو :  
1 


x,y
x
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٨-٤( )i( 

    x

0

tx dteexy
22

 

 

  0dtee0y

.xy21

dtexe21

xe2.dtee.1.exy

0

0

t0

x

0

tx

x
x

0

txx

2

22

2222





















 

 (ii) 
xy21y   1y0   

 yyxy  2  0y0   
 yyxy  22  4y0   

   yyxy  324  
  0y 4
0   

    yxyy  42 45  
  32y 5
0   

 

425.0*32*45.0

yyyhyy :Taylor

120
5.0

6
135.0

5
0!5

h
0!2

h
001

5

52



 
 

  )iii(  
Error = |0.425 – 0.4244364| = 0.0005636 

  أي أن الجواب صحيح لرقمين عشريين.    
٩-٤( y2t2ty,yt2ty,yty 222  

  y2t2ty 24  ;  y(0) = 1.  Taylor’s solutions: 
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tk 
yk Exact 

y(tk) h=0.2 h=0.1 h=0.05 
0.05   0.9512706 0.9512706 
0.1  0.9051625 0.9051626 0.9051626 
0.15   0.8617920 0.8617920 
0.2 0.8212667 0.8212691 0.8212692 0.8212692 
1.0 0.6321148 0.6321202 0.6321205 0.6321206 
2.0 1.8646605 1.8646645 1.8646647 1.8646647 

  
١١-٤  (ty3yty,yyty,tyy 32    

    .10y;y3yt6yty 244     Taylor solutions: 

 

tk 
yk Exact 

y(tk) h=0.2 h=0.1 h=0.05 
0.05   0.9987508 0.9987508 
0.1  0.9950125 0.9950125 0.9950125 
0.15   0.9888131 0.9888130 
0.2 0.9802 0.9801988 0.9801987 0.9801987 
1.0 0.6065735 0.6065333 0.6065308 0.6065307 
2.0 0.1353374 0.1353354 0.1353353 0.1353353 

عند تطبيق طريقة ريتشاردسون لتحسين الحل بطريقة تايلور لمسألة  )١٤-٤
 القيمة الابتدائية

    10y,3,0t;y
2

yt  
 

  .y(3)الجدول التالي حيث عناصر الجدول هي تقريبات  نحصل على
h yh [16yh – y2h]/15 
1 1.6701860  

1/2 1.6694308 1.6693805 
1/4 1.6693928 1.6693903 
1/8 1.6693906 1.6693905 



 

 



 

  )٥أجوبة تمرينات رقم (
  
    أ)-١-٥

y = y1 + E1 
y = y2 + E2  ;  E  h4 

 h2 = h1 / 2  نفرض 

116
1

2 EE   

     y = y1 + E1 
16 y =16 y2 + E1 

15
yy16

12
12yyy16y15

  

1

ij

h

xx5
11 .hkyy


  

   xj – xi = h1  وبأخذ   

 1215
16

115
yy16

11
5
1

yy

yyyEkhte 12



 


 

   h = 0.1أولا :   ) ب
f1 = 2 
f2 = 1 + (1 + 0.1/2 * 2)2 = 2.21  
f3 = 1 + (1 + 0.1/2 * 2.21)2 = 2.23321 
f4 = 1 + (1 + 0.1 * 2.23321)2 = 2.496514 
 
y1 = 1 + 2.230489 * 0.1 = 1.2230489 

 y2 :للحصول على    

x1 = 0.1 
f1 = 2.49585 
f2 = 2.81668 
f3 = 2.86018 
f4 = 3.27728 
 



 

y2 = 1.50849616 

   h = 0.2ا :  ثاني  
f1 = 2 
f2 = 1 + (1 + 0.2/2 * 2)2 = 2.44 
f3 = 2.54754 
f4 = 3.27861 
 
y1 = 1.50845613 

 
Exact y(0.2) = 1.50849765 

Actual error at x = 0.2 (with h = 0.1) = 149 × 10-8 

Actual error at x = 0.2 (with h = 0.2) = 4152 × 10-8 

 
8

15
16

Richardson

108663.4269

50845613.150849616.1te




 

أن الخطأ في النتيجة التي نحصل عليها بطريقة ريتشاردسون يساوي أي 
  .h = 0.2تقريبا الخطأ الفعلي عندما يكون طول الخطوة  

  أ)-٢-٥
y = f(x , y) = y 
f1 = f(xk , yk) = yk 

f2 = f(xk + h
2
1 , yk + h

2
1  f1) = (yk + h

2
1 yk) 

         =  yk (1 + h
2
1  ) 

f3 = f(xk + h
2
1 , yk + h

2
1  f2) 

    =  [yk + h
2
1   {yk (1 + h

2
1  )}] 

    =  yk [1 + h
2
1   + 22

4
1 h ] 

f4 = f(xk + h , yk +h f3) 

    =  (yk + h  yk [1 +  h
2
1   + 22

4
1 h ]) 

    =  yk [1 + h  +    3
4
12

2
1 hh  ] 



 

yk+1 = yk + 
6
h [f1 + 2f2 + 2f3 + f4] 

]h)(   h)(  h   1                     

  h h   2 h   2  [1 + 1 = 

3
4
12

2
1

22
2
1

6
h

y
y

k

1+k





 

24
h)(

6
h)(

2
h)( 432

 h  + 1 =           
   

 5h

6!
h)(

5!
h)(h

h)(Oe =           

-e =           
65















 
 

  وهو المطلوب  
    (ب)  

 = 1 , h = 1 ,  h = -1

stable.       1         1  1        

 h  + 1 = 

8
3

24
1

6
1

2
1

24
h)(

6
h)(

2
h)(

y
y 432

k

1+k



 

 

  أ)-٣-٥
n

24
h

6
h

2
h

n
432

h1y 





   

  (ب)  
h = 0.2   

8187333.0

2.01y
24
2.0

6
2.0

2
2.0

1
432




 

 
h = 0.05   

9512295.0

05.01y
24
05.0

6
05.0

2
05.0

1
432




 



 

8187312.0yy 4
14   

Exact:    cxylndx
y

dy  

 
   8187309.02.0yeyAey xx    
  ,103E,1024E 7

2
7

1
   

  i.e. E   as   h   convergent. 

  أ)-٤-٥
y = f(x,y) = y 

 43216
h

k1k ff2f2fyy   

f1 = yk 

f2 =    
2
h

kk2
h

k2
h

k 1yyy,xf   

f3 =   k2
h

k2
h

k2
h

k yyy,xf   

 





 

4
h

2
h

k
2

1y  

f4 = 













 

4
h

2
h

kkk
2

1yhy,hxf  

   





 

4
h

2
h

k
32

h1y  

 





 








 









  

24
h

6
h

2
h

k

4
h

2
h

k

4
h

2
h

k2
h

kk6
h

k1k

432

32

2

h1y

h1y

1y21y2yyy

  

  وبفرض أن   



 

  



 

24
h

6
h

2
h 432

h1hA  

  فيكون
    

  nn0

0
n

nk1k

hAy1y

,yhAyy.hAy



  

 
24
h

6
h

2
h 432

h1hA   

    ب)
h = 0.1  

         

105170833.1

1.011.0AhAy
24
1.0

6
1.0

2
1.0

1

432



  

Etruncation = | y1 – y(0.1) | = | y1 – e0.1 | 

              = | 1.105170833 – 1.1051709 | = 6.7 × 10-8 

y3 = [A(h)]3 = [A(0.1)]3 = (1.105170833)3 = 1.3498585 
Etruncation = | y3 – y(0.3) | = | y3 – e0.3 | 

              = |1.3498585 – 1.3498588 | = 3 × 10-7 

٥-٥( 

y = t2 – y  ;      y(0) = 1. 
 

tk 
yk Exact 

y(tk) h=0.2 h=0.1 h = 0.05 
0.05   0.9512706 0.9512706 
0.1  0.9051627 0.9051626 0.9051626 
0.15   0.8617920 0.8617920 
0.2 0.8212733 0.8212695 0.8212693 0.8212692 
1.0 0.6321380 0.6321216 0.6321206 0.6321206 
2.0 1.8646923 1.8646664 1.8646648 1.8646647 

  
٧-٥( 



 

y = - ty ;       y(0) = 1. 

 

tk yk Exact 
y(tk)  h=0.2 h=0.1 h = 0.05 

0.0
5 

  0.998750
8 

0.998750
8 

0.1  0.995012
5 

0.995012
5 

0.995012
5 

0.1
5 

  0.988813
0 

0.988813
0 

0.2 0.980198
7 

0.980198
7 

0.980198
7 

0.980198
7 

1.0 0.606531
4 

0.606530
7 

0.606530
7 

0.606530
7 

2.0 0.135359
0 

0.135336
6 

0.135335
4 

0.135335
3 

  
١٠-٥( 

y = 0.01(70 – y) (50 – y) ;  t  [0 , 20] ,  y(0) = 0. 

 
tk vk 
0.50 13.45109 
1.00 21.82776 
2.00 31.62582 
3.00 37.10403 
4.00 40.54658 
5.00 42.87100 

10.00 47.85965 
20.00 49.73487 

  



 

  ٦أجوبة تمرينات رقم 
  
١-٦(  

starting values:  y1 = 0.905 ,  y2 = 0.8190 , y3 = 0.7412 

Predictor :  
6703276.0

y2yy2yy 3213
h4

04




 

Corrector :  
6703088.0

yy4yyy 4323
h

24




 

  لثلاثة أرقام عشرية. 0.670تساوي  x = 0.4عند  yأي أن قيمة 
  6703.0e4.0yey 4.0x

exact    

001.00005.0Error6708.0y TaylorTaylor4   

سمبسون للتقدير والتصحيح أفضل  –طريقة ميلن  000.0CPError  
  
٢-٦(  

y(-0.2) = 1 – 0.2 – 0.008 = 0.792 
y(-0.1) = 1 – 0.1 – 0.001 = 0.899 
y(0.1) = 1 + 0.1 + 0.001 = 1.101 
y(0.2) = 1 + 0.2 + 0.008 = 1.208 

  .y3. وبالتالي يكون المطلوب حساب قيمة  x0 = 0نفرض أن   
   2103

4.0
1

P
3 y2yy2yy    

   3213
1.0

1
C

3 yy4yyy   

 
  12096.1208.1*12.0024.012.0yy

03003.1101.1*03.0003.011.0yy

2

1




 

    327252.124192.203003.12899.0y
3
4.0P

3   



 

    
277358.1

327252.1*3.0*33.0*313.0yyy 23
p

P
33






  

   
3273742.1

277358.112096.1*403003.1101.1y
3
1.0C

3



  

   

d3tocorrect3273742.1y

10*5.010*1222.00001222.0yy

3

33P
3

C
3



 
 

  لرقمين عشريين. y3 = 1.33أي أن   
  
  (أ) )٣-٦  110y,yxy,10y 0  

111 yxy   
P :  iiiii1i yx1.0yy1.0yy   
C :  

 1i1iii2
1.0

i

1ii2
1.0

i1i

yxyxy

yyyy








 

(المقدرة والمصححة)   y1نحصل على قيمتي  i = 0فمثلا بوضع 
  التاليتين:

P: y1 = y0 + 0.1(x0 – y0) = 1 + 0.1(0 - 1) = 0.9 

C:   91.09.01.0101y
2
1.0

1   

لتي نبينها المقدرة والمصححة وا yوبالمثل يمكن الحصول على باقي قيم 
  في الجدول التالي:

 x = 
0.1 

0.2 0.3 

P: 0.9000 0.8286 0.7735
C: 0.9100 0.8376 0.7817
 0.9095 0.8371 0.7813
 0.9095 0.8372 0.7813
  0.8372  

 



 

 

  (ب)
P:  2i1ii3

4.0
3i1i y2yy2yy  

C:  1ii1i3
1.0

1i1i yy4yyy    

 
       x0    x1    x2    x3    x4 

i = 3  

       0    0.1   0.2   0.3   0.4 

X=0.4 
0.740660137 
0.740261 
0.74027 

 

  (ج)  
 x = 0.1 0.2 0.3 0.4 
Exact y 0.9097 0.837

5 
0.781
6 

0.740
6 

Error 0.0002 0.000
3 

0.000
3 

0.000
3 

 

 (أ) )٤-٦

   i1i2
h

ii1i2
h

i1i yyyyyyy    

1(دائما)    مستقرة دائما      
2
h
2
h

i

1i

1

1

y
y 




  

. (لاحظ أن  y2، فيكون المطلوب إيجاد قيمة  h = 1نفرض  ) ب(
1x0 (  

Predictor:    1ii2
1

i1ii2
h

i1i yy3yyy3yy    

          1ii2
1 yy   



 

 
 

Predictor:  012
1

2 yyy   









 

Corrector:    212
1

122
1

12 yyyyyy   

  
1y,1x، علماً بأن   RKبطريقة  y1ساب قيمة نحتاج لح 00  

4
1

44
3

32
1

21 k,k,k,1k   

 375.08/3y1   

Predictor:   3125.01y
16
5

8
3

2
1

2   

Corrector:   03125.0y
32
1

16
5

8
3

2
1

2   

   171875.0y
64
11

32
1

8
3

2
1

2   

   1015625.0y
128
13

64
11

8
3

2
1

2   

   1367187.0y
256
35

128
13

8
3

2
1

2   

  المصححة:  y2الفارق بين آخر قيمتين من قيم   
112 105.0104.0104difference    

 y2 = 0.1  correct to 1 decimal 
 

٥-٦(  
2y1.0xy   

y 1.0406
8 

1.0151
3 

1 0.9950
7 

1.0001
3 

? 

x -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
  x-1 x0 x1 x2 x3 

  نحصل على: i = 2بوضع   
Predictor: 

 2103
4.0

13 y2yy2yy    



 

1.01*1.00y0   

00098354.099507.0*1.01.0y 2
1   

099974.000013.1*1.02.0y 2
2   

 
014992.1

099974.0*200098354.01.0*201513.1y
3
4.0

3




 

1969791.0014992.1*1.03.0y 2
3   

Corrector : 

 

 
0149986.1

1969791.0099974.0*400098354.099507.0

yy4yyy

3
1.0

3213
1.0

13







1.0150  y    decimals 4 To       

105.00000066.0yy

3

4P
3

C
3



 
 

وبالمقارنة مع الحل الذي نحصل عليه بطريقة أويلر نلاحظ أن الحل 
ريقة أويلر يتفق مع هذا الحل (بطريقة التقدير والتصحيح) لرقم بط

  عشري واحد فقط.
  

٦-٦(                                                 y,xfxy
y
1  

Taylor: 

y.1yxy

yyhyy

2

2

y

1
y
1

i!2
h

ii1i



 
 

  : i = 0: ضع    y1للحصول على   
01*1y    , 10y

1
1

01
1

0   

P: 

9.001*1.01

yyhyy 0!2
h

001
2



   



 

C: 





 




1ii y
1

1iy
1

i2
h

i1i xxyy  

 





 

10 y
1

1y
1

02
h

01 xxyy  

  
  8994445.09.005.01

1.0101

9.0
1

9.0
1

2
1.0




 

C:   8994102.09.005.01y
8994445.0

1
1   

   
   To 3d. y1 = 0.899  y at x = 

0.1 

  :i = 1:  ضع  y2للحصول على   

 
2508233.0

8994102.0/0118397.11y/y1y

0118397.11.0xy

22
111

8994102.0
1

y
1

11
1






 

P: 
1!2

1.0
112 yy1.0yy

2
  

 

796972.0

2508233.0*1.0118397*0.1-0.8994102 
2

0.01




 

C: 





 

21 y
1

2y
1

112 xx05.0yy  

 = 0.8994102+0.05(0.1 – 1/0.8994102 + 0.2 – 1/y2) 

 = 0.8994102+0.05(– 0.8118397 – 1/y2) 

 = 0.7960807 

  

C: y2 = 0.8994102+0.05(– 0.8118397 – 1/0.7960807) 

     = 0.7960105 
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   To 3d. y2 = 0.796  y at x = 0.4 
 

١٠-٦(   

  10y;yty 2   

 yk

tk 
Adams-Bashforth- Milne Simpson Hamming's 
Moulton Solution Solution Solution 

0.2 0.8212693 0.8212692 0.8212692 
0.2
5 

0.7836992 0.7836992 0.7836992 

0.3 0.7491818 0.7491818 0.7491818 
0.4 0.6896800 0.6896800 0.6896800 
0.5 0.6434694 0.6434693 0.6434693 

 
١٢-٦(  

  11ywithy/ty   

 yk

tk 
Adams-Bashforth- Milne Simpson Hamming's 
Moulton Solution Solution Solution 

1.2 0.7483205 0.7483273 0.7483296 
1.2
5 

0.6613998 0.6614224 0.6614250 

1.3 0.5566583 0.5567251 0.5567253 
1.3
5 

0.4208572 0.4210904 0.4210644 

1.4 0.1974740 0.1988783 0.1982560 
 
١٤-٦(  

  10ywithty2y 2   

 yk

tk 
Adams-Bashforth- Milne Simpson Hamming's 
Moulton Solution Solution Solution 
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0.2 1.0416675 1.0416670 1.0416668 
0.2
5 

1.0666688 1.0666673 1.0666671 

0.3 1.0989052 1.0989025 1.0989020 
0.4 1.1904878 1.1904801 1.1904788 
0.5 1.3333631 1.3333439 1.3333404 

 
 
 

١٦-٦(  

  10y;yy2y 2   

 yk

tk 
Adams-Bashforth- Milne Simpson Hamming's 
Moulton Solution Solution Solution 

0.2 1.1972300 1.1973754 1.1973753 
0.2
5 

1.2447770 1.2449187 1.2449186 

0.3 1.2911748 1.2913127 1.2913126 
0.4 1.3798202 1.3799491 1.3799489 
0.5 1.4619988 1.4621172 1.4621170 

 

١٨-٦(  

    10y;tsinyy 2   

 yk

tk 
Adams-Bashforth- Milne Simpson Hamming's 
Moulton Solution Solution Solution 

0.2 1.0203389 1.0203389 1.0203388 
0.2
5 

1.0320852 1.0320850 1.0320850 

0.3 1.0467519 1.0467517 1.0467516 
0.4 1.0857051 1.0857046 1.0857045 
0.5 1.1394953 1.1394943 1.1394941 



 
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  ٧أجوبة تمرينات رقم 
  
١-٧(  

    01x,t,y,xftyx
dt
dx   

    11y,t,y,xgtx2
dt
dy   

?x,1.0h,1y,0x,1t 2000   
   iiiiiiii1i tyxhxt,y,xhfxx   
   iiiiiii1i tx2hyt,y,xhgyy   

  2.021.00x1   
  9.0101.01y1   

  42.01.19.02.01.02.0x2   
  83.01.14.01.09.0y2   

 
 

٢-٧(  
 
 z,y,xgxyz

z,y,xfz2y




 

  iiiiii1i z4.0yz,y,xhfyy   
   iiiiii2i1i xy2.0zz,y,xhfzz   

xi 0 0.2 0.4 0.6 
yi 1 1 0.92 0.776 
zi 0 0.2 0.36  
 

٥-٧(  
tk 

Euler’s Solution Runge-Kutta Solution 
xk yk xk yk 

0.00 -2.7000000 2.8000000 -2.7000000 2.8000000 
0.05 -2.5500000 2.6700000 -2.5521092 2.6742492 
0.10 -2.4040735 2.5485015 -2.4078422 2.5570240 
0.15 -2.2613042 2.4355685 -2.2662276 2.4484383 
0.20 -2.1206612 2.3313677 -2.1261657 2.3487177 
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0.25 -1.9809701 2.2361870 -1.9863951 2.2582202 
0.30 -1.8408766 2.1504585 -1.8454540 2.1774612 
0.35 -1.6988028 2.0747861 -1.7016310 2.1071446 
0.40 -1.5528942 2.0099803 -1.5529068 2.0482011 
0.45 -1.4009547 1.9570997 -1.3968823 2.0018347 
0.50 -1.2403677 1.9175032 -1.2306913 1.9695802 
0.55 -1.0679998 1.8929130 -1.0508942 1.9533731 
0.60 -0.8800833 1.8854923 -0.8533475 1.9556353 
0.65 -0.6720727 1.8979393 -0.6330458 1.9793801 
0.70 -0.4384703 1.9336037 -0.3839279 2.0283406 
0.75 -0.1726120 1.9966280 -0.0986403 2.1071260 
0.80 0.1335929 2.0921202 0.2317506 2.2214137 
0.85 0.4899800 2.2263660 0.6181117 2.3781833 
0.90 0.9085186 2.4070863 1.0736725 2.5860022 
0.95 1.4037862 2.6437537 1.6145507 2.8553759 
1.00 1.9935477 2.9479775 2.2603937 3.1991747 

 

٩-٧(  
 

    .10x,20x

;t2exp45x3x5x2




 

  ;t2exp5.22y5.2x5.1y,yx   
 

tk 
Euler’s Solution Runge-Kutta Order 4 
xk yk xk yk 

0.0
5 

2.05 2.4 2.0875384 2.5548149 

0.1 2.17 4.0970673 2.2612983 4.4593080 

0.2 
2.682154

8 
8.6109876 2.9477416 9.6019238 

0.3 
3.691045

4 
15.100942

8 
4.2609483 

17.132003
3 

0.4 
5.411856

2 
24.328610

6 
6.4858063 

28.025057
9 

0.5 
8.142252

2 
37.328398

4 
10.022374

7 
43.628451

1 



 
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  ٨أجوبة تمرينات رقم 
  
٧-٨ )٢-٨(  

tk xk     tk xk 
1.0 1.0 0.0 0.95 
1.2 1.0546381 0.1 0.60878730 
1.4 1.0831232 0.2 0.40271388 
1.6 1.0798710 0.3 0.28465173 
1.8 1.0388296 0.4 0.21949736 
2.0 0.9542127 0.5 0.18169660 
2.2 0.8212266 0.6 0.15343074 
2.4 0.6367661 0.7 0.12322870 
2.6 0.4000418 0.8 0.08483430 
2.8 0.1130972 0.9 0.03621082 
3.0 -0.2188219 1.0 -0.02138964 
3.2 -0.5870815 1.1 -0.08432878 
3.4 -0.9796809 1.2 -0.14746376 
3.6 -1.3814962 1.3 -0.20499428 
3.8 -1.7747499 1.4 -0.25124697 
4.0 -2.1396926 1.5 -0.28136156 
4.2 -2.4554759 1.6 -0.29184300 
4.4 -2.7011783 1.7 -0.28094858 
4.6 -2.8569364 1.8 -0.24888884 
4.8 -2.9051254 1.9 -0.19783359 
5.0 -2.8315261 2.0 -0.13172934 
5.2 -2.6264119 2.1 -0.05594944 
5.4 -2.2854900 2.2 0.02318879 
5.6 -1.8106358 2.3 0.09899431 
5.8 -1.2103650 2.4 0.16500770 
6.0 -0.5 2.5 0.21558615 

  2.6 0.24641578 
  2.7 0.25490439 
  2.8 0.24042007 
  2.9 0.20435366 
  3.0 0.15 



 


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  ٩أجوبة تمرينات رقم 
 
            

tk xk 

 

tk xk 
1.0 1.0 0.0 0.95 
1.2 1.0567979 0.1 0.5317266 

1.4 1.0872681 0.2 0.2857011 

1.6 1.0857698 0.3 0.1511952 
1.8 1.0461730 0.4 0.0839456 
2.0 0.9626076 0.5 0.0523099 
2.2 0.8302022 0.6 0.0344961 
2.4 0.6457893 0.7 0.0165091 

2.6 0.4085406 0.8 -0.0094459 

2.8 0.1204907 0.9 -0.0462800 

3.0 -0.2130896 1.0 -0.0931759 

3.2 -0.5835053 1.1 -0.1466461 

3.4 -0.9786586 1.2 -0.2015235 

3.6 -1.3832965 1.3 -0.2518848 

3.8 -1.7794839 1.4 -0.2918877 
4.0 -2.1472943 1.5 -0.3164939 
4.2 -2.4656913 1.6 -0.3220454 
4.4 -2.7135651 1.7 -0.3066663 
4.6 -2.8708760 1.8 -0.2704721 
4.8 -2.9198458 1.9 -0.2155770 
5.0 -2.8461364 2.0 -0.1459092 
5.2 -2.6399466 2.1 -0.0668545 
5.4 -2.2969609 2.2 0.0152348 
5.6 -1.8190898 2.3 0.0936205 
5.8 -1.2149440 2.4 0.1617937 
6.0 -0.5 2.5 0.2140701 

  2.6 0.2461103 
  2.7 0.2553193 
  2.8 0.2410884 

  2.9 0.2048586 

   3.0 0.15 



 
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  أجوبة التمرينات العامة
  
  
(أ)  نظرا لأن   )١(  ty,tfy

dt
dy    فلذلك 

  

       

 

dy,fayty

dy,fd

t

a

t

a

t

a
d
dy

 

  ، فلذلك y(a) = y0وحيث أن   

      dy,fyty
t

a
0  

، يمكن أن نستبدل بها  (integral equation)وهذه معادلة تكاملية 
ي الصيغة التالية (وه (iterative formula)الصيغة التكريرية 

 :tكدالة في  yالمطلوبة لطريقة بيكارد) للحصول على 

         

,...3,2,1k

,yty;dy,fyty 0
0

t

a

1k
0

k



  
 

tt، نعوض  tعند أي نقطة  y (evaluate)ثم لحساب قيمة    في
  ).tصيغة الدالة التي حصلنا عليها (دالة في 

                             (ب)  ;y,xfyx 22
dx
dy   
  .1y,0x.,e.i;10y 00   
   1yxy 0
0   



 

        

  



x

0
3

x2

x

0

x

x

0
0

1

3

0

x1dx1xf1

dx1,xf1dxxy,xfyxy

 

      



















 

 





 

x

0

2

3
x2

x

0
3

x
x

x

1
0

2

dxx1x1

dxx1,xf1dxxy,xfyxy

3

3

0

7
63
15

15
24

6
13

3
22

x

0
3

x
3

x
9

x22

xxxxxx1

dx22x2x1x1
436



 



 

  (ج)  الحل باستخدام مفكوك متسلسلة تايلور:
1y,0x;yxfy 00

22   
  10y   

    20yyxy2x2f.fy 22
y
f

x
f 





  

  
    8620yy

yxy6x2xy42f.fy

4

2222
y
f

x
f



 







 

         











3
3
42

!3
x

!2
x

!3
x

!2
x

xxx1

8.2.x1

0y0y0yx0yxy

32

32

 

نلاحظ أن الحل بطريقة بيكارد يتفق مع هذه النتيجة بطريقة تايلور في 
الحدود الثلاثة الأولى. وإذا قمنا بإجراء تكريرات متتالية أكثر بطريقة 



 

بيكارد ازداد عدد الحدود المتفقة ، فمثلا إذا قمنا بإجراء التكرير التالي 
  xy   ، حصلنا على: 3

      
x

x

2
0

3

0

dxxy,xfyxy  

 


 

3
3
42

x

0

27
63
15

15
34

6
13

3
222

xxx1

dxxxxxxx1x1
 

 
  أي أن الحد الرابع أصبح أيضا من الحدود المتفقة.  

إذا أنهينا المتسلسلة (بطريقة بيكارد) بعد الحد الرابع ، وأردنا أن  ) د(
لأربعة أرقام عشرية فإننا نستخدم  yتقوم الحدودية الناتجة بتقريب 

(وهو الحد الخامس  (first neglected term)حد مهمل  أول
4

6
1 x  كقيمة تقريبية لخطأ الاقتطاع ((approximation of the 

truncation error)  وبالتالي فإن ،  

1316.0x

0003.0x

00005.0x

4

4
6
1







 

3وبناءً عليه فإن الحدودية 
3
22 xxx1   تمثلy  صحيحة

  م عشرية في المدىلأربعة أرقا
- 0.1316  x  0.1316 

  
 (أ) )٢(

  
   2

2
11

0

t1ty

1ty




 



 

  
   4

24
13

6
12

2
12

3
6
12

2
12

ttt1ty

tt1ty




 

  (ب)  
 

   5
120

14
24
13

6
12

2
1 tttt1ty  

 
(ج)   الحل الصحيح :   )٣(     xcosxsine2xy x   

 وصيغ بيكارد التكريرية هي:
   ,1xy 0   
    xsin2x1xy 1   
      xcos2xsin2x3xy

2
x2 2

  
    xcos2xxx33xy 3

6
12

2
13   

  باستخدام مفكوك متسلسلة تايلور. yمع  x = 0قارنها في حالة   
  
 (أ)  طريقة أويلر تعطي التقريبات التالية: )٤(

i ti yi y(ti) 
1 1.1 0.271828 0.345920 
5 1.5 3.18744 3.96767 
6 1.6 4.62080 5.70296 
9 1.9 11.7480 14.3231 

10 2.0 15.3982 18.6831 
  
  (ب) الاستكمال الخطي يعطي التقريبات التالية: 

t التقريب y(t) الخطأ  
1.04 0.108731 0.119986 0.01126 



 

1.55 3.90412 4.78864 0.8845 
1.97 14.3031 17.2793 2.976 

  
 h < 0.00064(ج) 

  
(أ)  طريقة تايلور من الرتبة الثانية تعطي النتائج المبينة بالجدول  )٥(

 لي:التا

t ti yi y(ti) 
1 1.1 0.3397852 0.3459199 
5 1.5 3.910985 3.967666 
6 1.6 5.643081 5.720962 
9 1.9 14.15268 14.32308 
1
0 

2.0 18.46999 18.68310 

  (ب)  الاستكمال الخطي يعطي:
y(1.04)  0. 1359139 , y(1.55)  4.777033 , y(1.97)  17.17480. 

  :والقيم المضبوطة هي
y(1.04) = 0.1199875 , y(1.55) = 4.788635, y(1.97) = 17.27930. 

طريقة تايلور من الرتبة الرابعة تعطي النتائج المبينة بالجدول   (ج)
  التالي:

t ti yi 
1 1.1 0.3459127 
5 1.5 3.967603 
6 1.6 5.720875 
9 1.9 14.32290 
1
0 

2.0 18.68287 

 (د)  
.27904.17y(1.97)4.788527,y(1.55)0.1199704,y(1.04)   

 



 

 (أ) )٦(

i ti Order 2 Order 4 
2 0.2 5.86595 5.86433 
5 0.5 2.82145 2.81789 
7 0.7 0.84926 0.84455 
1
0 

1.0 -2.08606 -2.09015

 s 0.8 ) ب(
 
)٧( (ii) 

 
)٨( (ii) 

 (أ)    1643901.193.1y1649247.1,0219569.125.1y0227863.1   

(ب)    3941697.475.2y3312939.4,9249616.11.2y9153749.1   

(ج)    0412665.193.1y0443743.1,1382768.13.1y1432070.1   

  (د)    8866318.094.0y8934152.0,3140018.054.0y3240839.0   

 
 (أ) )٩(

t Runge-Kutta y(t) 
1.2 1.0149520 1.014952

3 
1.4 1.0475336 1.047533

9 
1.6 1.0884323 1.088432

7 

 (أ)    1643901.193.1y1640347.1,0219569.125.1y0221167.1   

 (ب)    3941697.475.2y3105913.4,9249616.11.2y9086500.1   

 (ج)    0412665.193.1y0454854.1,1382768.13.1y1461434.1   

  (د)    8866318.094.0y8967073.0,3140018.054.0y3271470.0 



 

1.8 1.1336532 1.133653
6 

2.0 1.1812319 1.181232
2 

 

  (ب)
t Runge-Kutta y(t) 

1.4 0.4896842 0.489681
7 

1.8 1.1994320 1.199438
6 

2.2 2.2134693 2.213501
8 

2.6 3.6783790 3.678475
3 

3.0 5.8738386 5.874100
0 

 
 

  (ج)
t Runge-Kutta y(t) 

0.4 -1.6200576 -1.6200510 
0.8 -1.3359824 - 

1.3359632 
1.2 -1.1663735 -1.1663454 
1.6 -1.0783582 -1.0783314 
2.0 -1.0359922 -1.0359724 

  
 (د)

t Runge-Kutta y(t) 
0.2 0.1627655 0.162626

5 



 

0.4 0.2052405 0.205111
8 

0.6 0.3766981 0.376595
7 

0.8 0.6461896 0.646105
2 

1.0 1.0023207 1.002246
0 

  
)١٠(  

  (أ) 
i ti yi hi y(ti) 

1 
0.209390

0 
0.029818

4 
0.209390

0 
0.029833

7 

3 
0.561046

9 
0.401643

8 
0.177749

6 
0.401686

0 

5 
0.838774

4 
1.589406

1 
0.128090

5 
1.589460

0 

7 
1.000000

0 
3.219049

7 
0.048673

7 
3.219099

3 

  
  (ب)

i ti yi hi y(ti) 
1 2.250000

0 
1.449998

8 
0.250000

0 
1.450000

0 
2 2.500000

0 
1.833333

2 
0.250000

0 
1.833333

3 
3 2.750000

0 
2.178571

8 
0.250000

0 
2.178571

4 
4 3.000000

0 
2.500000

5 
0.250000

0 
2.500000

0 
 



 

 (ج)

i ti yi hi y(ti) 
1 1.250000

0 
2.778929

9 
0.250000

0 
2.778929

4 
2 1.500000

0 
3.608198

5 
0.250000

0 
3.608197

7 
3 1.750000

0 
4.479328

8 
0.250000

0 
4.479327

6 
4 2.000000

0 
5.386295

8 
0.250000

0 
5.386294

4 

  
  (د)

1 ti yi hi y(ti) 
1 0.250000

0 
1.329147

8 
0.250000

0 
1.329149

8 
2 0.500000

0 
1.730485

7 
0.250000

0 
1.730489

8 
3 0.750000

0 
2.041466

9 
0.250000

0 
2.041472

0 
4 1.000000

0 
2.117975

0 
0.250000

0 
2.117979

5 
 
)١١(  

  (أ) 
t y y(t) 

1.2 
1.014952

0 
1.014952

3 

1.4 
1.047727

8 
1.047533

9 

1.6 
1.088756

7 
1.088432

7 
1.8 1.134009 1.133653



 

3 6 

2.0 
1.181596

7 
1.181232

2 

  (ب)
t y y(t) 

1.4 
0.489684

2 
0.489681

7 

1.8 
1.199042

2 
1.199438

6 

2.2 
2.211744

8 
2.213501

8 

2.6 
3.673326

6 
3.678475

3 

3.0 
5.858994

4 
5.874100

0 

  
 

 (ج)

t y y(t) 

0.5 
-

1.5379372
-

1.5378828

1.0 
-

1.2383734
-

1.2384058

1.5 
-

1.0947925
-

1.0948517

2.0 
-

1.0359497
-

1.0359724

  (د) 
t y y(t) 

0.2 
0.162765

5 
0.162626

5 
0.4 0.206605 0.205111



 

7 8 

0.6 
0.378768

0 
0.376595

7 

0.8 
0.648717

6 
0.646105

2 

1.0 
1.006412

1 
1.002246

0 
 
)١٢(  

  (أ) 
t y y(t) 

1.2 
1.014952

0 
1.014952

3 

1.4 
1.047522

7 
1.047533

9 

1.6 
1.088414

1 
1.088432

7 

1.8 
1.133633

1 
1.133653

6 

2.0 
1.181211

2 
1.181232

2 

  (ب)
t y y(t) 

1.4 
0.489684

2 
0.489681

7 

1.8 
1.199424

5 
1.199438

6 

2.2 
2.213470

1 
2.213501

8 

2.6 
3.678414

4 
3.678475

3 

3.0 58739518
5.874100

0 



 

 
 

 (ج)

t y y(t) 

0.5 
-

1.5378788
-

1.5378828

1.0 
-

1.2384134
-

1.2384058

1.5 
-

1.0948609
-

1.0948517

2.0 
-

1.0359757
-

1.0359724

  (د) 
t y y(t) 

0.2 
0.162765

5 
0.162626

5 

0.4 
0.204855

7 
0.205111

8 

0.6 
0.376280

4 
0.376595

7 

0.8 
0.645894

9 
0.646105

2 

1.0 
1.002137

2 
1.002246

0 
)١٣(  

  (أ) 
k tk yk 
1
0 

0.1
1.31721

8 
2
0 

0.2
1.78451

1 



 

طريقة نيوتن ستقلل عدد التكريرات في الخطوة الواحدة من ثلاثة  ) ب(
 stopping)إلى اثنين ، وذلك باستخدام شرط الإيقاف 

criterion):  
    61i

k
i

k 10yy    
)١٤(   

 (أ)

ti y1 u1 y2 u2 
0.200 2.12036583 2.12500839 1.50699185 1.51158743 
0.400 4.44122776 4.46511961 3.24224021 3.26598528 
0.600 9.73913329 9.83235869 8.16341700 8.25629549 
0.800 22.67655977 23.00263945 21.34352778 21.66887674 
1.000 55.66118088 56.73748265 56.03050296 57.10536209 

  (ب)
ti y1 u1 y2 u2 

0.500 0.95671390 0.95672798 -1.08381950 -1.08383310 
1.000 1.30654440 1.30655930 -0.83295364 -0.83296776 
1.500 1.34416716 1.34418117 -0.56980329 -0.56981634 
2.000 1.14332436 1.14333672 -0.36936318 -0.36937457 

  (ج)
ti y1 u1 y2 u2 y3 u3 

0.5 0.70787076 0.70828683 -1.24988663 -1.25056425 0.39884862 0.39815702 
1.0 -0.33691753 -0.33650854 -3.01764179 -3.01945051 -0.29932294 -0.30116868 
1.5 -2.41332734 -2.41345688 -5.40523279 -5.40844686 -0.92346873 -0.92675778 
2.0 -5.89479008 -5.89590551 -8.70970537 -8.71450036 -1.32051165 -1.32544426 

  د)(
ti y1 u1 y2 u2 y3 u3 

0.2 1.38165297 1.38165325 1.00800000 1.00800000 -0.61833075 -0.61833075 
0.5 1.90753116 1.90753184 1.12500000 1.12500000 -0.09090565 -0.09090566 
0.7 2.25503524 2.25503620 1.34300000 1.34000000 0.26343971 0.26343970 
1.0 2.83211921 2.83212056 2.00000000 2.00000000 0.88212058 0.88212056 

 
)١٥(  

 (أ)

ti y1 y(ti) 
0.200 0.00015352 0.00015350



 

0.500 0.00743133 0.00743027
0.700 0.03300266 0.03299805
1.000 0.17134711 0.17132880

  )ب(
ti y1 y(ti) 

1.200 0.96152437 0.96152583
1.500 0.77796798 0.77797237
1.700 0.59373213 0.59373830
2.000 0.27258055 0.27258872

  )ج(
ti y1 y(ti) 

1.000 3.73186337 3.73170445
2.000 11.31462595 11.31452924
3.000 34.04548233 34.04517155

  )د(
ti y1 y(ti) 

1.200 0.27273759 0.27273791
1.500 1.08847933 1.08849259
1.700 2.04352376 2.04353642
2.000 4.36157310 4.36157780

 

 .هو ثابت ليبشتز للدالة   Lنفرض أن  )١٦(

    
 
  00

1k

kk1k1k

kkkkkk1k1k

vuhL1

vuhL1vu

h,v,th,u,thvuvu












 

 خطأ الاقتطاع المحلي:  أ) ( )١٧(
  k
43

4
1

1k yh   

1kk2k    حيث tt    
  الطريقة متسقة / متوائمة لكنها غير مستقرة وغير متقاربة.  (ب)

 



 

  طريقة غير مستقرة.ال )١٨(
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  

  دليل المصطلحات العربية والإنجليزية دليل المصطلحات العربية والإنجليزية 
IInnddeexx  

  
فيما يلي قائمة بالمصطلحات الإنجليزية مرتبة ترتيبا أبجديا ، فيما يلي قائمة بالمصطلحات الإنجليزية مرتبة ترتيبا أبجديا ،   

مع أرقام الصفحات التي ظهرت فيها هذه مع أرقام الصفحات التي ظهرت فيها هذه والمصطلحات العربية المقابلة لها ، والمصطلحات العربية المقابلة لها ، 
  المصطلحات.المصطلحات.

  المصطلح الإنجليزيالمصطلح الإنجليزي  الصفحةالصفحة  المصلح العربيالمصلح العربي
افتراضي / محددافتراضي / محدد حجم خطوة حجم خطوة 
  سابقاسابقا

١٠٦١٠٦ aa  pprriioorrii  sstteepp  ssiizzee  

  ١١٣١١٣aabbssoolluuttee  eerrrroorrالخطأ المطلقالخطأ المطلق

  ٢٦٢٦aaccccuummuullaatteedd  eerrrroorrالخطأ المتراكمالخطأ المتراكم
  ١١٢١١٢aaccccuummuullaattiioonn  ffaaccttoorrمعامل التراكممعامل التراكم

  ٣١٣١aaccccuummuullaattiioonn  ooff  eerrrroorrssتراكم الأخطاءتراكم الأخطاء
٣٣٣٣aaccccuummuullaattiioonn  ooff  ll..tt..eerrrroorrssتراكم أخطاء الاقتطاع المحليتراكم أخطاء الاقتطاع المحلي

  ٤٠٤٠aaccccuurraaccyy  الدقةالدقة
  ١١٨١١٨aaccttuuaall  eerrrroorrالخطأ الفعليالخطأ الفعلي

باشفورث رباعيةباشفورث رباعية  ––طريقة آدمزطريقة آدمز 
  الخطوةالخطوة

١٢٥١٢٥ AAddaammss--BBaasshhffoorrtthh  ffoouurr--
sstteepp  mmeetthhoodd  

--AAddaammss--BBaasshhffoorrtthh ١٣٠١٣٠ مولتنمولتن ––باشفورثباشفورث  ––طريقة آدمزطريقة آدمز 
MMoouullttoonn  mmeetthhoodd  

  ١٠٣١٠٣aaggrreeeemmeenntt  اتفاقاتفاق

  ٥٥٥٥aallggeebbrraaiicc  eexxpprreessssiioonnتعبير جبريتعبير جبري
١٥١٥aallggoorriitthhmm  خوارزميةخوارزمية

  ١١٢١١٢aammpplliiffiiccaattiioonn  ffaaccttoorrمعامل التكبيرمعامل التكبير

  ١١٢١١٢aammpplliiffiieedd  ((eerrrroorr))يُكبَّر (الخطأ)يُكبَّر (الخطأ)

  ٨٨aannaallyyttiicc  ssoolluuttiioonn  حل تحليليحل تحليلي
  ٨٨aapppprrooxxiimmaattee  يقرِّبيقرِّب

  ٩٩aapppprrooxxiimmaattiioonn  ppooiinnttssالنقاط التقريبيةالنقاط التقريبية
  ١٠٨١٠٨aarriitthhmmeettiicc  ooppeerraattiioonnssعمليات حسابيةعمليات حسابية



  

٨٥٨٥aassssoocciiaatteedd  ttrruunnccaattiioonn  eerrrroorrخطأ الاقتطاع المصاحبخطأ الاقتطاع المصاحب

٧٧٧٧aassyymmppttoottee  خط تقاربيخط تقاربي

  ١٧٣١٧٣aassyymmppttoottiiccaallllyy  ssttaabblleeمستقر تقاربيامستقر تقاربيا

  ١٤٠١٤٠aatttteennuuaattee  tthhee  oosscciillllaattiioonnssيضعف / يخمد التذبذباتيضعف / يخمد التذبذبات

  ٨٢٨٢aavveerraaggee  ddeerriivvaattiivveeالقيمة المتوسطة للمشتقةالقيمة المتوسطة للمشتقة
  ٥٥٥٥bbeehhaavviioouurr  ooff  tthhee  eerrrroorrسلوك الخطأسلوك الخطأ

  ١٠٩١٠٩bboouunndd  حدحد

  ١٦٥١٦٥bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonn  شرط حَدِّيشرط حَدِّي

  ١٧٧١٧٧bboouunnddaarryy  vvaalluuee  قيمة حديةقيمة حدية

  bboouunnddaarryy  vvaalluuee  pprroobblleemm ١٧٧١٧٧،،  ٩٩ مسألة القيمة الحديةمسألة القيمة الحدية
((bbvvpp))  

  ٣٤٣٤bboouunnddeedd  ffuunnccttiioonnدالة محدودةدالة محدودة
  bbvvpp  ((bboouunnddaarryy  vvaalluuee ١٧٧١٧٧ مسألة القيمة الحديةمسألة القيمة الحدية

pprroobblleemm))  

  ١١١١١١ccaallccuullaatteedd  ssoolluuttiioonnالحل المحسوبالحل المحسوب

  ٣١٣١ccaallccuullaatteedd  vvaalluueeالقيمة المحسوبةالقيمة المحسوبة

  cceennttrraall  ddiiffffeerreennccee ١٨٩١٨٩ صيغ الفروق المركزيةصيغ الفروق المركزية
ffoorrmmuullaass  

  ١٢٨١٢٨cchhaarraacctteerriissttiicc  ppoollyynnoommiiaallحدودية مميزةحدودية مميزة

  ١٢١٢cciirrccllee  دائرةدائرة
  ١٧٣١٧٣ccllaassssiiffyy  يصنِّفيصنِّف

  ١٥١٥cclloosseedd  ffoorrmmصيغة / صورة مغلقةصيغة / صورة مغلقة
  ٢٢٢٢cclloosseedd  ffoorrmm  ssoolluuttiioonnالصيغة المغلقة للحلالصيغة المغلقة للحل

  ١٧٢١٧٢cclloosseedd  ppaatthhمسار مغلقمسار مغلق

  ٩٩cclloosseellyy  ssppaacceedd  vvaalluueessم متقاربة فيما بينهام متقاربة فيما بينهاقيقي
  ٢٠٠٢٠٠ccooeeffffiicciieenntt  mmaattrriixxمصفوفة المعاملاتمصفوفة المعاملات

  ١٧٢١٧٢ccooeeffffiicciieennttss  المعاملاتالمعاملات

  ١٧٩١٧٩ccoommbbiinnaattiioonn  توافقتوافق

  ١٦٤١٦٤ccoommmmoonn  ppooiinnttنقطة مشتركةنقطة مشتركة

 ٤٥٤٥ccoommmmuunniittyyمجتمع سكانيمجتمع سكاني
  ١٠٣١٠٣ccoommppaarree  aannsswweerrssيقارن الحلوليقارن الحلول



  

  ٨٨ccoommpplliiccaatteedd  معقدمعقد
  ١٧٢١٧٢ccoommppuutteerr  ssiimmuullaaiittoonnبالحاسوببالحاسوب  المحاكاةالمحاكاة

  ١٠٨١٠٨ccoommppuuttiinngg  ttiimmeeوقت الحسابوقت الحساب

  ١٢١١٢١ccoonncceennttrraattiioonn  تركيزتركيز

  ١٢٨١٢٨ccoonnssiisstteennccyyتآلف / اتساق / تواؤمتآلف / اتساق / تواؤم

  ٢٢ccoonnssttaanntt  ooff  iinntteeggrraattiioonnثابت التكاملثابت التكامل
  ٤٥٤٥ccoonnttaaccttاتصال / احتكاكاتصال / احتكاك

  ٣٤٣٤ccoonnttiinnuuoouuss  ffuunnccttiioonnدالة متصلةدالة متصلة
  ١٠٥١٠٥ccoonnttrrooll  ttoolleerraanncceeيتحكم في التفاوتيتحكم في التفاوت

  ٨٨ccoonnvveenniieennttمناسب / ملائم / ميسَّرمناسب / ملائم / ميسَّر

  ٤١٤١ccoonnvveerrggeennccee  تقاربتقارب
١٢٨،١٠٩،٣٧١٢٨،١٠٩،٣٧ccoonnvveerrggeennttمتقارب / تقاربيمتقارب / تقاربي

  ٣٥٣٥ccoorroollllaarryy  نتيجةنتيجة
  ٧٤٧٤ccoorrrreecctt  ddeecciimmaallssالأرقام العشرية الصحيحةالأرقام العشرية الصحيحة

٤٨٤٨ccoorrrreeccttiioonn  تصحيحتصحيح

  ١٢٥١٢٥ccoorrrreeccttiioonn  ffoorrmmuullaaصيغة التصحيحصيغة التصحيح

  ١٢٧١٢٧ccoorrrreeccttoorr(معادلة) التصحيح(معادلة) التصحيح

  ٩٩ccoovveerr  aa  rraannggeeيغطي مدى / منطقةيغطي مدى / منطقة
  ١١٣١١٣ccrriitteerriioonnمقياس / معيارمقياس / معيار

  ١٧٥١٧٥ccrriittiiccaall  ppooiinnttنقطة حرجةنقطة حرجة

  ١٠٤١٠٤ccuurrrreenntt  sstteepp  ssiizzeeحجم الخطوة الحاليحجم الخطوة الحالي

  ١٥٩١٥٩ddaammppiinngg  ooff  oosscciillllaattiioonnssتضاؤل الذبذباتتضاؤل الذبذبات

  ٧٣٧٣DDaawwssoonn’’ss  iinntteeggrraallتكامل دوسنتكامل دوسن
١١DDEE  ((DDiiffffeerreennttiiaall  EEqquuaattiioonn))معادلة تفاضليةمعادلة تفاضلية

  ٧٤٧٤ddeecciimmaallssالأرقام العشريةالأرقام العشرية
  ١٣٨١٣٨ddeeccrreeaassiinngg  eerrrroorrخطأ متناقصخطأ متناقص

  ١٢٣١٢٣ddeeffiinniittee  iinntteeggrraallتكامل محدودتكامل محدود

  ٣٣ddeeggrreeee  ooff  ffrreeeeddoommدرجة الحريةدرجة الحرية
  ١١ddeeppeennddeenntt  vvaarriiaabbllee  متغير تابعمتغير تابع



  

٨٦٨٦ddeerriivvaattiioonnاستنتاج / إثباتاستنتاج / إثبات

  ١١ddeerriivvaattiivvee  مشتقة مشتقة 

  ١٠٨١٠٨ddeerriivvaattiivvee  eevvaalluuaattiioonnssحساب قيم المشتقاتحساب قيم المشتقات

  ٦٤٦٤ddeerriivvaattiivvee  ooppeerraattoorrمؤثر الاشتقاقمؤثر الاشتقاق
  ٤٨٤٨ddeerriivvaattiivvee  pprreeddiiccttoorrتقدير أولي تفاضليتقدير أولي تفاضلي

  ٢٠٠٢٠٠ddiiaaggoonnaall  ddoommiinnaanncceeالسيطرة القطريةالسيطرة القطرية

  ٢٠١٢٠١ddiiaaggoonnaallllyy  ddoommiinnaannttمسيطر قطريامسيطر قطريا

  ١١٢١١٢ddiiee  oouutt  ((eerrrroorr))يتلاشى (الخطأ)يتلاشى (الخطأ)

  ١٢٩١٢٩ddiiffffeerreennccee  eeqquuaattiioonn،،١٩١٩معادلة فروقمعادلة فروق
  ٢٤٢٤ddiiffffeerreennccee  mmeetthhooddالفروقالفروقطريقة طريقة 

  ddiiffffeerreennccee  qquuoottiieenntt ١٨٩١٨٩ تقريب المشتقات بفروق مقسومةتقريب المشتقات بفروق مقسومة
aapppprrooxxiimmaattiioonnss  ffoorr  
ddeerriivvaattiivveess  

  ٥٥ddiiffffeerreennttiiaabbllee  ffuunnccttiioonnدالة قابلة للتفاضلدالة قابلة للتفاضل
  ١١٢١١٢ddiimmiinniisshh  ((eerrrroorr))يتناقص (الخطأ)يتناقص (الخطأ)

  ٨٨ddiirreecctt  ccaallccuullaattiioonnحساب مباشرحساب مباشر
  ٥٥ddiirreeccttiioonn  ffiieellddحقل الاتجاهاتحقل الاتجاهات

  ٣٣ddiirreeccttllyy  pprrooppoorrttiioonnaallمتناسب تناسبا طرديامتناسب تناسبا طرديا
  ٢٤٢٤ddiissccrreettee  ppooiinnttssنقاط منفصلة / متباعدةنقاط منفصلة / متباعدة

طريقة المتغيرات المتقطعة /طريقة المتغيرات المتقطعة / 
 المنفصلةالمنفصلة

٢٤٢٤ ddiissccrreettee  vvaarriiaabbllee  mmeetthhoodd

  ٢٤٢٤ddiissccrreettiizzaattiioonn  eerrrroorrخطأ الاقتطاعخطأ الاقتطاع
  ٥٥ddiissppllaacceemmeenntt  إزاحةإزاحة

  ١٠٧١٠٧ddoommiinnaatteeيحكم / يغلب / يسيطر علىيحكم / يغلب / يسيطر على

  ١٣٢١٣٢eeffffiicciieennccyy  كفاءةكفاءة

  ١٧١١٧١eelleeccttrriiccaall  cciirrccuuiittدائرة كهربيةدائرة كهربية

  eelleemmeennttaarryy  ssiinnggllee--sstteepp ٢٤٢٤ طريقة بسيطة أحادية الخطوةطريقة بسيطة أحادية الخطوة
mmeetthhoodd

  ١٠٦١٠٦eennddppooiinnttنقطة النهايةنقطة النهاية

  ٤٥٤٥eeppiiddeemmiicc  عدوىعدوى



  

  ١٧١١٧١eeqquuaattiioonn  ooff  mmoottiioonnمعادلة الحركةمعادلة الحركة

١٠١٠eeqquuiivvaalleenntt  مكافئ مكافئ 

  ١٦١،١٠١٦١،١٠eeqquuiivvaalleenntt  ssyysstteemmنظام مكافئنظام مكافئ

  ١١٠١١٠eerrrroonneeoouuss  طئطئخاخا

  ١٥١٥eerrrroorr  خطأخطأ
  ١٥١٥eerrrroorr    aannaallyyssiissتحليل الأخطاءتحليل الأخطاء

  ١١٦١١٦eerrrroorr  ccoonnttrroollالتحكم في الخطأالتحكم في الخطأ

  ١٣٢١٣٢eerrrroorr  eessttiimmaatteeتقدير الخطأتقدير الخطأ

٤٩٤٩eerrrroorr  tteerrmm  حد الخطأحد الخطأ

  ١٠٢١٠٢eessttiimmaattee  يُقدِّريُقدِّر

  ٨٢٨٢eessttiimmaattiioonn  ooff  tthhee  eerrrroorrتقدير الخطأتقدير الخطأ
  ١٥١٥EEuulleerr’’ss  aapppprrooxxiimmaattiioonnتقريب أويلرتقريب أويلر
  ١٥١٥EEuulleerr’’ss  MMeetthhooddطريقة أويلرطريقة أويلر

الحل المضبوط / الصحيح /الحل المضبوط / الصحيح / 
  الدقيقالدقيق

١٦١٦ eexxaacctt  ssoolluuttiioonn  

١٩١٩eexxaacctt  vvaalluueeالقيمة المضبوطةالقيمة المضبوطة

  ١١٠١١٠eexxhhiibbiitt  iinnssttaabbiilliittyyيظهر عدم استقراريظهر عدم استقرار

  eexxiisstteennccee  aanndd  uunniiqquueenneessss ٧٧ وجود حل وحيدوجود حل وحيد
ooff  ssoolluuttiioonn  

١٧١٧eexxppaannssiioonnفك / مفكوكفك / مفكوك

  ٣٣eexxpplliicciitt  ffoorrmmuullaaصيغة صريحةصيغة صريحة
  ١٢٩١٢٩eexxpplliicciitt  oonnee--sstteepp  mmeetthhooddطريقة صريحة أحادية الخطوةطريقة صريحة أحادية الخطوة

  ١١٠١١٠eexxppoonneennttiiaall  tteerrmm  حد أُسِّيحد أُسِّي

  ١٥٩١٥٩eexxtteerrnnaall  ffoorrccee  قوة خارجيةقوة خارجية

  ٤٠٤٠eexxttrraappoollaattiioonn  الاستيفاءالاستيفاء
  ٧٦٧٦ffaaccttoorr  معاملمعامل

  ٢٢ffaammiillyy  ooff  ccuurrvveessعائلة منحنياتعائلة منحنيات
  ٢٦٢٦FFGGEE  ((ffiinnaall  gglloobbaall  eerrrroorr))الخطأ الشامل النهائيالخطأ الشامل النهائي

  ٨٣٨٣ffiinnaall  aapppprrooxxiimmaattiioonnالتقريب النهائيالتقريب النهائي



  

  ٢٦٢٦ffiinnaall  gglloobbaall  eerrrroorr  ((FFGGEE))الخطأ الشامل النهائيالخطأ الشامل النهائي
  ١٣٣١٣٣ffiinnee  ttuunniinngg تعديل دقيقتعديل دقيق

  ١٨٩١٨٩ffiinniittee  ddiiffffeerreennccee  فرق محدودفرق محدود

  ١٨٩١٨٩ffiinniittee  ddiiffffeerreennccee  mmeetthhooddطريقة الفرق المحدودطريقة الفرق المحدود

  ٢٥٢٥ffiinniittee  mmeemmoorryyذاكرة محدودةذاكرة محدودة
  ٢٥٢٥ffiinniittee  pprreecciissiioonnدقة محدودةدقة محدودة

  ٨٣٨٣ffiirrsstt  aapppprrooxxiimmaattiioonnالتقريب الأوليالتقريب الأولي
١٠١٠ffiirrsstt--oorrddeerrمن الرتبة الأولىمن الرتبة الأولى

  ٩٢٩٢ffiirrsstt--oorrddeerr  eeqquuaattiioonnمعادلة أحادية الرتبةمعادلة أحادية الرتبة

  ٥٥ffiittttiinngg  ملاءمةملاءمة
  ٢٥٢٥ffiixxeedd  ثابتثابت

  ١٠٥١٠٥ffiixxeedd  sstteepp  ssiizzeeحجم خطوة ثابتحجم خطوة ثابت

  ١٥١٥ffoorrmmuullaa  صيغةصيغة
  ١٧١١٧١ffooxxeess  الثعالبالثعالب

  ١٧١١٧١ffrriiccttiioonn  احتكاكاحتكاك

  ٢٢ffuunnccttiioonn  دالةدالة
  ١٨٥١٨٥ggeenneerraall  ssoolluuttiioonn  حل عامحل عام

  ٤٨٤٨ggeenneerraall  sstteeppالخطوة العامةالخطوة العامة
  ١٦١٦ggeenneerraattee  يولِّديولِّد

  ٥٥ggeeoommeettrriicc  iinntteerrpprreettaattiioonnالتفسير الهندسيالتفسير الهندسي
  ٩٢٩٢GGiillll  " جِل "" جِل "

٢٥٢٥gglloobbaall  ddiissccrreettiizzaattiioonn  eerrrroorrخطأ الاقتطاع الشاملخطأ الاقتطاع الشامل

  ٢٤٢٤ggrriidd  ooff  ppooiinnttss  شبكة نقاطشبكة نقاط
  ١١١١١١ggrrooww  rraappiiddllyyينمو ويكبر بسرعةينمو ويكبر بسرعة

  ١١٤١١٤ggrrooww  uunnbboouunnddeeddllyyينمو بلا حدودينمو بلا حدود

  ١٠٣١٠٣gguuaarraanntteeee  aaccccuurraaccyyيضمن الدقةيضمن الدقة

  ١٤١٤hhaallff--lliiffeeنصف عمرنصف عمر
  ١٣٦١٣٦HHaammmmiinngg’’ss  mmeetthhooddطريقة هامنجطريقة هامنج

  ١٦٠١٦٠hhaarrmmoonniicc  mmoottiioonnحركة توافقية / تذبذبيةحركة توافقية / تذبذبية



  

  ٤٧٤٧HHeeuunn’’ss  mmeetthhooddطريقة هوينطريقة هوين
  ١٠٢١٠٢hhiigghheerr  ddeerriivvaattiivveessمشتقات أعلىمشتقات أعلى

١٢١٢hhyyppeerrbboollaa  ددقطع زائقطع زائ

  ١٠٢١٠٢iiddeennttiiccaall  ssoolluuttiioonn  sseettssمجموعات حلول متطابقةمجموعات حلول متطابقة

  ٥٥iimmpplliicciitt  ffoorrmmuullaaصيغة ضمنيةصيغة ضمنية
٥٩٥٩iimmpprroovveedd  aapppprrooxxiimmaattiioonnتقريب مُحَسَّنتقريب مُحَسَّن

٤٧٤٧iimmpprroovveedd  EEuulleerr’’ss  mmeetthhooddطريقة أويلر المُحَسَّنةطريقة أويلر المُحَسَّنة

  ١٦٤١٦٤iinn  ppaarraalllleellعلى التوازيعلى التوازي

  ١٢٩١٢٩iinnccoonnssiisstteenntt  غير متآلفغير متآلف

  ١١٠١١٠iinnccrreeaassee  rraappiiddllyy  يزيد بسرعةيزيد بسرعة

  ١٣٨١٣٨iinnccrreeaassiinngg  eerrrroorr  خطأ متزايدخطأ متزايد

١٦١٦iinnccrreemmeenntt  الزيادةالزيادة

  ٢٤٢٤iinnccrreemmeenntt  ffuunnccttiioonn  دالة الزيادةدالة الزيادة
  ١١iinnddeeppeennddeenntt  vvaarriiaabblleeمتغير مستقلمتغير مستقل

٣٣٣٣iinneeqquuaalliittyy  متباينةمتباينة

  ٤٥٤٥iinnffeecctteeddمصاب بعدوىمصاب بعدوى
  ٨٨iinnffiinniittee  sseerriieessمتسلسلة لا نهائيةمتسلسلة لا نهائية

  ١١١١١١iinnhheerreenntt  ssttaabbiilliittyyالذاتيالذاتيالاستقرار الاستقرار 

  iinnhheerreennttllyy  uunnssttaabbllee ١١٠١١٠ معادلة غير مستقرة بذاتهامعادلة غير مستقرة بذاتها
eeqquuaattiioonn  

  ٣٣iinniittiiaall  ccoonnddiittiioonnشرط ابتدائيشرط ابتدائي
  ٩٥٩٥iinniittiiaall  ppooiinnttنقطة ابتدائيةنقطة ابتدائية

٤٤iinniittiiaall  vvaalluuee  pprroobblleemm  ((iivvpp))مسألة القيمة الابتدائيةمسألة القيمة الابتدائية

  ٩٧٩٧iinntteeggrraall  aapppprrooxxiimmaattiioonnتقريب التكاملتقريب التكامل

  ٤٨٤٨iinntteeggrraall  ccoorrrreeccttiioonnتكامليتكاملي  تصحيحتصحيح
٢٢iinntteeggrraattiioonn  تكاملتكامل

  ١٣١١٣١iinntteeggrraattiioonn  ffoorrmmuullaaصيغة التكاملصيغة التكامل

  ١٠٨١٠٨iinntteeggrraattiioonn  sstteeppخطوة تكاملخطوة تكامل

  ١٢٦١٢٦iinntteerrppoollaattiinngg  ppoollyynnoommiiaallحدودية استكمالحدودية استكمال



  

  ١٣١١٣١iinntteerrppoollaattoonn  استكمالاستكمال

  ٥٥iinntteerrvvaall  فترةفترة
  ٢١٢١iitteerraattiioonnتكرير / تكرارتكرير / تكرار

  ٨٩٨٩iitteerraattiivveeتكريري / تكراريتكريري / تكراري
٤٤iivvpp  ((iinniittiiaall  vvaalluuee  pprroobblleemm))مسألة القيمة الابتدائيةمسألة القيمة الابتدائية

  ١٣٠١٣٠LLaaggrraannggee  ppoollyynnoommiiaallحدودية لاجرانجحدودية لاجرانج

  ٣٣٣٣lleemmmmaa  مأخوذةمأخوذة
  ١٩٥١٩٥lleevveell  مستوىمستوى

  ١٧٩١٧٩lliinneeaarr  ccoommbbiinnaattiioonnتوافق خطيتوافق خطي

  ١٢٧١٢٧lliinneeaarr  mmeetthhooddطريقة خطيةطريقة خطية

  ١٨٣١٨٣lliinneeaarr  sshhoooottiinngg  mmeetthhooddطريقة الإطلاق الخطيطريقة الإطلاق الخطي

  ١٧٤١٧٤lliinneeaarr  ssyysstteemm  طيطينظام خنظام خ

  ٧٧LLiippsscchhiittzz  ccoonnddiittiioonnشرط ليبشتزشرط ليبشتز
  ٢٥٢٥llooccaall  ddiissccrreettiizzaattiioonn  eerrrroorrخطأ الاقتطاع المحليخطأ الاقتطاع المحلي

٢٥٢٥llooccaall  ttrruunnccaattiioonn  eerrrroorr  ((llttee))خطأ الاقتطاع المحليخطأ الاقتطاع المحلي

  ٧٧٧٧MMaaccllaauurriinn  eexxppaannssiioonnمفكوك ماكلورينمفكوك ماكلورين
  ١٧١١٧١mmaassss  كتلةكتلة

  ٣٣٣٣mmaatthheemmaattiiccaall  iinndduuccttiioonnالاستنتاج الرياضيالاستنتاج الرياضي
  ٨٨mmaatthheemmaattiiccaall  mmooddeellنموذج رياضينموذج رياضي

  ٧٧mmeeaann  vvaalluuee  tthheeoorreemmنظرية القيمة المتوسطةنظرية القيمة المتوسطة
  ٢٤٢٤mmeesshh  ooff  ppooiinnttss  شبكة نقاطشبكة نقاط
  ١٠٣١٠٣mmeesshh  ppooiinnttssنقاط الشبكةنقاط الشبكة

  ٧١٧١mmiiddppooiinntt  ffoorrmmuullaaصيغة النقطة المتوسطةصيغة النقطة المتوسطة
  ٩٨٩٨mmiiddppooiinntt  ooff  tthhee  iinntteerrvvaallنقطة منتصف الفترةنقطة منتصف الفترة

  ١٣٥١٣٥MMiillnnee  pprreeddiiccttoorrصيغة ميلن للتقديرصيغة ميلن للتقدير

  ١٣٤١٣٤MMiillnnee--SSiimmppssoonn  mmeetthhooddسمبسونسمبسون––طريقة ميلنطريقة ميلن 

سمبسون للتقديرسمبسون للتقدير  ––طريقة ميلنطريقة ميلن 
  والتصحيح متعددة الخطواتوالتصحيح متعددة الخطوات

 
١٢٦١٢٦  

MMiillnnee--SSiimmppssoonn  pprreeddiiccttoorr--
ccoorrrreeccttoorr  mmuullttiisstteepp  
mmeetthhoodd 

  ٨٨mmooddeell  نموذجنموذج



  

  ١٣٠١٣٠mmooddiiffiieedd  EEuulleerr  mmeetthhooddطريقة أويلر المعدلةطريقة أويلر المعدلة

  mmooddiiffiieedd  EEuulleerr--CCaauucchhyy ٨٥٨٥ كوشي المعدَّلةكوشي المعدَّلة ––طريقة أويلرطريقة أويلر 
mmeetthhoodd

  ٦٧٦٧mmuullttiipplliiccaattiioonn  الضربالضرب
  ١٢٦١٢٦mmuullttiisstteepp  mmeetthhoodd،،١٠٣١٠٣طريقة متعددة الخطواتطريقة متعددة الخطوات

  ١٢٨١٢٨nneecceessssaarryy  ccoonnddiittiioonnشرط ضروريشرط ضروري

  ٢٦٢٦nneegglleecctteedd  tteerrmm  حد مهملحد مهمل
  ٦٧٦٧nneesstteedd  mmuullttiipplliiccaattiioonnالضرب المتداخلالضرب المتداخل

فاعفاع قانون نيوتن لانخفاض أو ارتقانون نيوتن لانخفاض أو ارت
 درجات حرارة الأجسامدرجات حرارة الأجسام

 
٣٣ 

NNeewwttoonn’’ss  llaaww  ooff  ccoooolliinngg  //  
wwaarrmmiinngg  

  ٩٩nnoonnlliinneeaarr  غير خطيغير خطي

  ١٨٨١٨٨nnoonnlliinneeaarr  bbvvppمسألة قيمة حدية غير خطيةمسألة قيمة حدية غير خطية

  ١٧١١٧١nnoonnlliinneeaarr  DDEEمعادلة تفاضلية غير خطيةمعادلة تفاضلية غير خطية

  ٩٩nnoonnlliinneeaarr  ssyysstteemmنظام غير خطينظام غير خطي
  ٧٣٧٣nnoonnzzeerroo  tteerrmmحد غير صفريحد غير صفري

  ١٢٣١٢٣nnoorrmmaall  ddiissttrriibbuuttiioonnالتوزيع الاعتياديالتوزيع الاعتيادي

  ١١nntthh--oorrddeerr  DDEEلة تفاضلية من الرتبة النونيةلة تفاضلية من الرتبة النونيةمعادمعاد
  ٩٠٩٠nntthh--oorrddeerr  RRKK  mmeetthhooddمن الرتبة النونيةمن الرتبة النونية RRKKطريقة طريقة 

  ٣٠٣٠nnuummbbeerr  ooff  sstteeppssعدد الخطواتعدد الخطوات
  ١٥٦،١٦١٥٦،١٦nnuummeerriiccaall  ssoolluuttiioonnالحل العدديالحل العددي

  OODDEE  ((OOrrddiinnaarryy ١١ معادلة تفاضلية عاديةمعادلة تفاضلية عادية
DDiiffffeerreennttiiaall  EEqquuaattiioonn))

  ١١١١١١oonnee--sstteepp  mmeetthhooddطريقة أحادية الخطوةطريقة أحادية الخطوة

  ١٠٤١٠٤ooppttiimmaall  sstteepp  ssiizzeeحجم الخطوة الأمثلحجم الخطوة الأمثل

  ١١oorrddeerr  رتبةرتبة
  oorrddiinnaarryy  ddiiffffeerreennttiiaall ١١ معادلة تفاضلية عاديةمعادلة تفاضلية عادية

eeqquuaattiioonn  ((OODDEE))  
  ١٣٨١٣٨oosscciillllaattiioonnss  تذبذباتتذبذبات

  ٢٧٢٧oovveerraallll  FFGGEEالخطأ الشامل النهائي الكليالخطأ الشامل النهائي الكلي
  ١٢١٢ppaarraabboollaa قطع مكافئقطع مكافئ

٤٥٤٥ppaarraacchhuuttee  مظلةمظلة



  

٩٢٩٢ppaarraammeetteerr  وسيطوسيط

  ١١١١١١ppaarrttiiaall  iinnssttaabbiilliittyyعدم الاستقرار الجزئيعدم الاستقرار الجزئي

  ١٨٥١٨٥ppaarrttiiccuullaarr  ssoolluuttiioonn  حل خاصحل خاص

  ١٨٩١٨٩ppaarrttiittiioonn  تجزئتجزئ

  ٩٩ppaatthh  مسارمسار
  ١٧١١٧١ppeenndduulluumm  بندولبندول

  ١٧٠١٧٠ppeerriiooddiicc  ffuunnccttiioonn  دالة دوريةدالة دورية

  ١١١١١١pphheennoommeennoonn  ظاهرةظاهرة

  ٩٩pplloottttiinngg  tthhee  ppaatthhرسم المساررسم المسار
  ١٦٦١٦٦ppoollyyggoonnaall  ppaatthhمسار مضلعيمسار مضلعي

٤٣٤٣ppooppuullaattiioonn  ددتعداتعدا

  ٧٣٧٣ppoowweerr  sseerriieessمتسلسلة القوىمتسلسلة القوى
  ١٣٢١٣٢pprraaccttiiccaall  ccoonnssiiddeerraattiioonnssاعتبارات عمليةاعتبارات عملية

  ٢٥٢٥pprreecciissiioonn  دقةدقة
  ١٧١١٧١pprreeddaattoorr--pprreeyy  pprroobblleemmمسألة المفترس والفريسةمسألة المفترس والفريسة

  ٤٩٤٩pprreeddiicctteedd  ppooiinnttنقطة التقدير الأولينقطة التقدير الأولي
  ٩٧٩٧pprreeddiicctteedd  ssllooppeeالميل المتوقعالميل المتوقع

  ٨٩٨٩pprreeddiiccttiinngg  eeqquuaattiioonn/ تقدير/ تقديرمعادلة تنبؤ معادلة تنبؤ 
٤٨٤٨pprreeddiiccttiioonnتنبؤ / تقدير أوليتنبؤ / تقدير أولي

  ١٣٠١٣٠pprreeddiiccttoorr،،١٢٧١٢٧(معادلة) التقدير(معادلة) التقدير

١٢٥،٨٤١٢٥،٨٤pprreeddiiccttoorr--ccoorrrreeccttoorr  mmeetthhooddطريقة التنبؤ / التقدير والتصحيحطريقة التنبؤ / التقدير والتصحيح

  ٢٦٢٦pprreeddoommiinnaanntt  غالبغالب
  ٨٣٨٣pprreelliimmiinnaarryy  eessttiimmaatteeتقدير مبدئيتقدير مبدئي

٣٧٣٧pprroocceedduurree  إجراءإجراء

  ١٩١٩pprroojjeecctt  يُسقِطيُسقِط
٥٥٨٨pprroojjeeccttiillee  قذيفةقذيفة

  ١١٠١١٠pprrooppaaggaattee  wwiitthhoouutt  bboouunnddينتشر بلا حدودينتشر بلا حدود

  ١١٢١١٢pprrooppaaggaattiioonn  ffaaccttoorrمعامل الانتشارمعامل الانتشار

  ٣٠٣٠pprrooppaaggaattiioonn  ooff  eerrrroorrssانتشار الأخطاءانتشار الأخطاء



  

  ١٧١١٧١rraabbbbiittss  الأرانبالأرانب

  ٧٣٧٣rraannggee  مدىمدى
  ٥٨٥٨rreeaaccttiioonn  رد الفعلرد الفعل

  ٥٦٥٦rreeccuurrrreennccee  rreellaattiioonnعلاقة ارتداديةعلاقة ارتدادية
  ٦٤٦٤rreeccuurrssiivvee  ارتداديارتدادي

  ١٥٦١٥٦rreeccuurrssiivvee  ffoorrmmuullaaصيغة ارتداديةصيغة ارتدادية

  ١٧٨١٧٨rreedduuccttiioonn  اختزالاختزال

  ٥٥rreeggiioonn  منطقةمنطقة
  ٢٢rreellaattiioonnsshhiipp  علاقةعلاقة

  ١١٣١١٣rreellaattiivvee  eerrrroorrالخطأ النسبيالخطأ النسبي

  ١٧٠١٧٠rreessoonnaannccee  رنينرنين

طريقة ريتشاردسون للاقترابطريقة ريتشاردسون للاقتراب 
 المؤجل من النهايةالمؤجل من النهاية

 
٤٠٤٠ 

RRiicchhaarrddssoonn  ddeeffeerrrreedd  
aapppprrooaacchh  ttoo  tthhee  lliimmiitt  

  RRiicchhaarrddssoonn  eexxttrraappoollaattiioonn ١٠٨١٠٨ طريقة ريتشاردسون للاستيفاءطريقة ريتشاردسون للاستيفاء
tteecchhnniiqquuee  

  RRiicchhaarrddssoonn  iimmpprroovveemmeenntt ٧٥٧٥،،  ٥٩٥٩ طريقة ريتشاردسون للتحسينطريقة ريتشاردسون للتحسين
mmeetthhoodd

  ٤٤٤٤RRiieemmaannnn  ssuummمجموع ريمانمجموع ريمان
فهلبرجفهلبرج  ––كوتاكوتا  ––طريقة رونجطريقة رونج 

((RRKKFF4455))
١٠٣١٠٣ RRKKFF4455  ((RRuunnggee--KKuuttttaa--

FFeehhllbbeerrgg  mmeetthhoodd))  

  ٢٥٢٥rroouunnddiinngg  eerrrroorrخطأ التقريبخطأ التقريب
  ١١٠١١٠rroouunndd--ooffff  eerrrroorr،،٢٥٢٥خطأ التقريبخطأ التقريب

  ٩٢٩٢RRuunnggee  " رونج "" رونج "

  ٨١٨١RRuunnggee--KKuuttttaa  mmeetthhooddss،،٥٥٥٥كوتاكوتا––طرق رونج طرق رونج 
فهلبرجفهلبرج  ––كوتاكوتا  ––طريقة رونجطريقة رونج 

((RRKKFF4455)) 
١٠٣١٠٣ RRuunnggee--KKuuttttaa--FFeehhllbbeerrgg  

mmeetthhoodd  ((RRKKFF4455))  

  ١٧٤١٧٤ssaaddddllee  ppooiinnttنقطة سرجيةنقطة سرجية

  ١٠٤١٠٤ssccaallaarrثابت قياسيثابت قياسي

  ١٣٥١٣٥sseellff--ssttaarrttiinngg  mmeetthhooddالبدءالبدءطريقة ذاتيةطريقة ذاتية

  ٨٥٨٥sseeoonndd--oorrddeerr  pprroocceedduurreeإجراء من الرتبة الثانيةإجراء من الرتبة الثانية
 ٥٦٥٦sseeoonndd--oorrddeerr  RRKK  mmeetthhooddمن الرتبة الثانيةمن الرتبة الثانية RRKKطريقة طريقة 



  

  ٤٤sseeppaarraattiioonn  ooff  vvaarriiaabblleessفصل المتغيراتفصل المتغيرات
  ٨٩٨٩sseeqquueennccee،،١٨١٨متتابعة / متتاليةمتتابعة / متتالية
  sseeqquueennccee  ooff ٩٥٩٥ متتالية تقريباتمتتالية تقريبات

aapppprrooxxiimmaattiioonnss  

  ١١١١sseett  مجموعةمجموعة
  ١٨٣١٨٣sshhoooottiinngg  إطلاقإطلاق

  ١٥١٥ssiiggnniiffiiccaanntt  ddiiggiittssأرقام معنويةأرقام معنوية
  ١٢٨١٢٨ssiimmppllee  rroooott//zzeerrooصفر / جذر بسيطصفر / جذر بسيط

  ١٢٣١٢٣SSiimmppssoonn’’ss  aapppprrooxxiimmaattiioonnتقريب سمبسونتقريب سمبسون

  ٩٧٩٧SSiimmppssoonn’’ss  rruulleeقاعدة سمبسونقاعدة سمبسون

  ١٠٢١٠٢ssiimmuullaattee  يحاكييحاكي

  ١١١١ssiimmuullttaanneeoouussفي الوقت نفسهفي الوقت نفسه  ––آني آني 
  ١١١١ssiimmuullttaanneeoouuss  OODDEE’’ssعادية آنيةعادية آنيةمعادلات تفاضليةمعادلات تفاضلية

  ٢٤٢٤ssiinnggllee--sstteepp  mmeetthhooddطريقة أحادية الخطوةطريقة أحادية الخطوة
  ٩٢٩٢ssiizzeeaabbllee  ssyysstteemmنظام ذات حجم كبيرنظام ذات حجم كبير

  ٥٥ssllooppee  ميل ميل 
  ٥٥ssllooppee  ccoonnssttrraaiinntt  شرط الميلشرط الميل
٥٥ssllooppee  ffiieelldd  حقل الميلحقل الميل

  ٢٢ssoolluuttiioonn  حلحل
  ٢٢ssoolluuttiioonn  ccuurrvveeمنحنى الحلمنحنى الحل
  ١٦٦١٦٦ssoolluuttiioonn  sseettمجموعة الحلمجموعة الحل

  ١١٠٣٠٣ssppeecciiffiieedd  aaccccuurraaccyy  دقة معينةدقة معينة

  ١٧٣١٧٣ssppiirraall  ppooiinnttنقطة حلزونيةنقطة حلزونية

  ١٥٩١٥٩sspprriinngg  زنبركزنبرك

  ١٥٩١٥٩sspprriinngg  ccoonnssttaannttثابت زنبركيثابت زنبركي

  ١٢٨،١١٠،١٠٧،٨١١٢٨،١١٠،١٠٧،٨١ssttaabbiilliittyy  الاستقرارالاستقرار
  ١١٣١١٣ssttaabbllee  ssyysstteemmنظام مستقرنظام مستقر

  ٩٩ssttaannddaarrdd  mmeetthhooddطريقة قياسيةطريقة قياسية
  ٩٢٩٢ssttaannddaarrdd  RRKK  mmeetthhooddالقياسيةالقياسية RRKKطريقة طريقة 



  

  ٧٤٧٤ssttaannddaarrdd  ttaabblleessجداول القياسيةجداول القياسيةالال
  ٦١٦١ssttaarrttiinngg  ppooiinnttنقطة ابتدائيةنقطة ابتدائية
  ssttaarrttiinngg  vvaalluueeقيمة ابتدائيةقيمة ابتدائية

  ٥٥sstteepp  خطوةخطوة
  sstteepp  bbyy  sstteepp  iinntteeggrraattiioonn ١١٠١١٠ إجراء تكامل خطوة خطوةإجراء تكامل خطوة خطوة

pprroocceedduurree  

  ١١٨١١٨sstteepp  lleennggtthhطول الخطوةطول الخطوة

  ١٦١٦sstteepp  ssiizzeeحجم الخطوةحجم الخطوة
  ١٠٧١٠٧sstteepp  ssiizzee  ccoonnttrroollالتحكم في حجم الخطوةالتحكم في حجم الخطوة

  ٥٨٥٨ssttiimmuulluussالحث / الإثارةالحث / الإثارة
  ٥٩٥٩ssttiimmuulluuss--rreessppoonnsseeالحث والاستجابةالحث والاستجابة

  ١٧١١٧١ssttrriinngg  حبلحبل

  ١٣٩١٣٩ssttrriinnggeenntt  ccoonnddiittiioonnssشروط صارمةشروط صارمة

  ١٢٨١٢٨ssttrroonnggllyy  uunnssttaabbllee  mmeetthhooddطريقة غير مستقرة بدرجة عاليةطريقة غير مستقرة بدرجة عالية

  ١٧٨١٧٨ssttrruuccttuurree  بِنْية بِنْية 

٧٧ssuubbiinntteerrvvaall  فترة جزئيةفترة جزئية

  ١٦١٦ssuucccceessssiivvee  vvaalluueess  قيم متتابعةقيم متتابعة
  ١٠٧١٠٧ssuuffffiicciieennttllyy  ssmmaallllصغير صغرا كافياصغير صغرا كافيا

  ٣٣ssuurrrroouunnddiinngg  mmeeddiiuummالوسط المحيطالوسط المحيط
  ١١٠١١٠sswwaammppيكتسح / يفوق / يُغَرِّقيكتسح / يفوق / يُغَرِّق

  ٩٤٩٤ssyysstteemm  ooff  eeqquuaattiioonnssنظام معادلاتنظام معادلات

  ١٩٠١٩٠ssyysstteemm  ooff  lliinneeaarr  eeqquuaattiioonnssنظام معادلات خطيةنظام معادلات خطية

  ssyysstteemmss  ooff  ddiiffffeerreennttiiaall ٩٩ نظم معادلات تفاضليةنظم معادلات تفاضلية
eeqquuaattiioonnss  

  ٩٩ttaabbllee  جدولجدول
  ٢٣٢٣ttaannggeenntt  lliinneeالخط المماسالخط المماس

٧٠٧٠TTaayylloorr  mmeetthhoodd  ooff  oorrddeerr  44طريقة تايلور من الرتبة الرابعةطريقة تايلور من الرتبة الرابعة

  ٧٠٧٠TTaayylloorr  ppoollyynnoommiiaallحدودية تايلورحدودية تايلور
  ٦١٦١TTaayylloorr  sseerriieess  mmeetthhooddطريقة متسلسلة تايلورطريقة متسلسلة تايلور

  ١٧١٧TTaayylloorr’’ss  tthheeoorreemmنظرية تايلورنظرية تايلور



  

  ٩٢٩٢tteemmppoorraarryy  ssttoorraaggee  حيز مؤقتحيز مؤقت
  ٣٢٣٢tteerrmm  حدحد

  ١٠٥١٠٥TTooll  ((TToolleerraannccee))  التفاوتالتفاوت

  ٦٤٦٤ttoottaall  ddeerriivvaattiivveeالمشتقة الكليةالمشتقة الكلية
٣١٣١ttoottaall  eerrrroorrالخطأ الكليالخطأ الكلي

  ٣١٣١ttoottaall  ttrruunnccaattiioonn  eerrrroorrخطأ الاقتطاع الكليخطأ الاقتطاع الكلي
  ١٧٢١٧٢ttrraajjeeccttoorriieessمسارات / إزاحاتمسارات / إزاحات

  ttrraappeezzooiiddaall  ccoorrrreeccttoorr ١٤٩١٤٩ صيغة شبه المنحرف للتصحيحصيغة شبه المنحرف للتصحيح
ffoorrmmuullaa 

  ١١٩٠٩٠ttrriiddiiaaggoonnaall  ffoorrmmصيغة قطرية ثلاثيةصيغة قطرية ثلاثية

  ٢٠١٢٠١ttrriiddiiaaggoonnaall  lliinneeaarr  ssyysstteemmنظام خطي ثلاثي القطريةنظام خطي ثلاثي القطرية

  ١٧٩١٧٩ttrroouubblleessoommee  ssoolluuttiioonnحل مثير للمشاكلحل مثير للمشاكل

  ٣٣٣٣ttrruuee  صحيحصحيح
  ١٠٥١٠٥ttrruuee  ssoolluuttiioonnحل صحيححل صحيح

  ٧٣٧٣ttrruunnccaatteedd  sseerriieess،،٣٢٣٢متسلسلة مقتطعة / مقطوعةمتسلسلة مقتطعة / مقطوعة
٦٣٦٣ttrruunnccaattiioonn  قطعقطع

  ١٠٧،٢٤١٠٧،٢٤ttrruunnccaattiioonn  eerrrroorrالاقتطاعالاقتطاعخطأ خطأ 
  ٢٤٢٤ttyyppeess  ooff  eerrrroorrssأنواع الخطأأنواع الخطأ

  ١١٣١١٣uunnbboouunnddeedd  ggrroowwtthh  ooff  eerrrroorrنمو الخطأ نموا غير محدودنمو الخطأ نموا غير محدود

  ١٤١٤uunnddeeccaayyeedd  mmaatteerriiaallمادة غير متحللةمادة غير متحللة
  ٧٧uunniiqquuee  ssoolluuttiioonn  حل وحيدحل وحيد

  ١٢٨١٢٨uunniitt  cciirrcclleeدائرة الوحدةدائرة الوحدة

  ١١٠١١٠uunnssttaabblleeغير مستقرغير مستقر

  ١١٠١١٠uunnwwaanntteedd  ssoolluuttiioonnحل غير مطلوبحل غير مطلوب

  ٣٧٣٧uuppppeerr  bboouunnddالحد الأعلىالحد الأعلى
  ١١٠١١٠vvaanniisshh  يتلاشىيتلاشى

  ٧٧٧٧vveerrttiiccaall  رأسيرأسي
  ١٧١١٧١vveerrttiiccaall  aaxxiissالمحور الرسيالمحور الرسي

  ٥٩٥٩WWeebbeerr--FFeecchhnneerr  llaawwفشنرفشنر––قانون وبر قانون وبر 



  

  ٨٦٨٦wweeiigghhtteedd  aavveerraaggeeمتوسط موزونمتوسط موزون
  ١٢٨١٢٨zzeerrooss  ooff  ppoollyynnoommiiaallأصفار الحدودية (جذورها)أصفار الحدودية (جذورها)

  



  بسم االله الرحمن الرحيم
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 

  محتويات الكتاب
  

 رقم الصفحة الموضوع

 ١  الفصل الأول:  مقدمة عن المعادلات التفاضلية

  ١  تعريف المعادلة التفاضلية العادية
  ١  تعريف المعادلة التفاضلية ذات الرتبة النونية

  ٢  حلول المعادلة التفاضلية
  ٤  مسألة القيمة الابتدائية

  ٥  التفسير الهندسي
  ٥  الاتجاهات حقل الميل أو حقل

  ٧  نظرية : وجود حل وحيد
  ٨  الحاجة إلى حل المعادلات التفاضلية عدديا

  ٨  هدف الحل العددي للمعادلة التفاضلية
 ١٢  )١تمرينات رقم (

    
 ١٥  طريقة " أُويْلَرْ "الفصل الثاني: 

  ٢٣  الوصف الهندسي لطريقة أويلر
  ٢٤  العلاقة بين حجم الخطوة والخطأ

  ٢٤  أأنواع الخط
  ٢٤  خطأ الاقتطاع

  ٢٥  خطأ الاقتطاع المحلي
  ٢٥  خطأ التقريب

  ٢٥  خطأ الاقتطاع الشامل
  ٢٦  نظرية: دقة طريقة أويلر



 

  ٣٠  الأخطاء وانتشارها في طريقة أويلر
  ٣٣  تراكم/انتشار أخطاء الاقتطاع المحلية في طريقة أويلر

  ٣٧  تقارب طريقة أويلر
  ٣٩  خوارزمية طريقة أويلر

 ٤٠  )٢ينات رقم (تمر 

    
 ٤٧  طريقة هُويِن " أو طريقة أُويْلَرْ المحسَّنة "الفصل الثالث: 

  ٤٩  العلاقة بين حجم الخطوة والخطأ
  ٤٩  نظرية: دقة طريقة هوين
  ٥٤  خوارزمية طريقة هوين

 ٥٥  )٣تمرينات رقم (

    
 ٦١  متسلسلة تايلورطريقة الفصل الرابع: 

  ٦٤  نظرية تايلور
  ٦٥  Nة طريقة تايلور من الرتبة نظرية: دق

  ٧٠  خوارزمية طريقة تايلور من الرتبة الرابعة
 ٧١  )٤تمرينات رقم (

    
 ٨١  كوتَّا –الفصل الخامس: طرق رُونج 

  ٨٢  كوتا من الرتبة الثانية –طريقة رونج 
  ٩٠  كوتا العامة من الرتبة النونية –طريقة رونج 
  ٩١ RK3ة كوتا من الرتبة الثالث –طريقة رونج 
  ٩٢  كوتا من الرتبة الرابعة –طريقة رونج 

  ٩٢  من الرتبة الرابعة باستخدام ثوابت رونج RKطريقة 
  ٩٣  من الرتبة الرابعة باستخدام ثوابت جِل RKطريقة 



 

  ٩٧  كوتا القياسية –مناقشة طريقة رونج 
  ٩٩  العلاقة بين حجم الخطوة والخطأ

  ٩٩  كوتا –نظرية: دقة طريقة رونج 
  ١٠٣ RKF45فهلبرج  –كوتا  –طريقة رونج 

خطأ الاقتطاع والاستقرار والتحكم في حجم الخطوة في 
  RKخوارزميات 

  
١٠٧  

  ١٠٧  التحكم في حجم الخطوة
  ١٠٨  RKتقدير الخطأ في طريقة 

  ١١٠  الاستقرار
  ١١١  عدم الاستقرار الجزئي

    RK4كوتا من الرتبة الرابعة  –خوارزمية طريقة رونج 
١١٥  

  ١١٦ RKF45فهلبرج  –كوتا  –خوارزمية طريقة رونج 
 ١١٨  )٥تمرينات رقم (

    
 ١٢٥  الفصل السادس: طرق التقدير والتصحيح

  ١٢٦  الطرق متعددة الخطوات
  ١٢٩  تعريف التآلف
  ١٣٠  مولتن –باشفورث  –طريقة آدمز 

  ١٣١  تقدير الخطأ وتصحيحه
  ١٣٢  اعتبارات عملية

  ١٣٤  سمبسون –طريقة ميلن 
  ١٣٥  تقدير الخطأ وتصحيحه

  ١٣٦  طريقة هامنج
  ١٣٨  طرق التقدير والتصحيح وشرط الاستقرار



 

  ١٤٢  مولتن –باشفورث  –خوارزمية طريقة آدمز 
  ١٤٣  سمبسون –خوارزمية طريقة ميلن 
  ١٤٤  خوارزمية طريقة هامنج

 ١٤٦  )٦تمرينات رقم (

    
 ١٥٥  الفصل السابع: نظم المعادلات التفاضلية

  ١٥٦  الحلول العددية
  ١٥٨  المعادلات التفاضلية ذات الرتب العالية

 ١٦٥  )٧تمرينات رقم (

    
 ١٧٧  الفصل الثامن: مسائل القيمة الحدية

  ١٧٧  نظرية: مسألة القيمة الحدية
  ١٧٨  مسألة القيمة الحدية الخطية

  ١٧٨  الاختزال إلى مسألتي قيمة ابتدائية
  ١٧٨  طريقة الإطلاق الخطي

  ١٨٣  خوارزمية طريقة الإطلاق الخطي
 ١٨٥  )٨تمرينات رقم (

    
 ١٨٩  الفصل التاسع: طريقة الفرق المحدود

  ١٩٧  خوارزمية طريقة الفرق المحدود
 ١٩٩  )٩تمرينات رقم (

    
 ٢٠٣  تمرينات عامة

    
  ٢١٣  أجوبة تمرينات الكتاب



 

 ٢١٣  )١أجوبة تمرينات رقم (

 ٢١٤  )٢أجوبة تمرينات رقم (

 ٢١٨  )٣أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٢٤  )٤أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٣٠  )٥أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٣٦  )٦أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٤٤  )٧أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٤٦  )٨أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٤٧  )٩أجوبة تمرينات رقم (

 ٢٤٨  أجوبة التمرينات العامة

    
  ٢٦١  أسماء بعض الكتب والمراجع

    
  ٢٧٧  ل المصطلحات العربية والإنجليزيةدلي
    

  ٢٩٣  محتويات الكتاب
    

  ٢٩٨  كتب للمؤلف .. من منشورات دار القلم .. الكويت
  



  ٢٩٥

  كتب للمؤلف
  من منشورات دار القلم .. الكويت

  
  .١٩٩٢،  ٤برمجة الحاسب بلغة الفورتران ، ط  - ١
  .١٩٩٣،  ٢مقدمة في نظرية المعلومات ، ط  - ٢
  .١٩٨٦الشبكات الرقمية ،  - ٣
  .١٩٨٨التحليل العددي ،  - ٤
  .١٩٩٥،  ٢الجبر الخطي ، ط  - ٥
  .١٩٩٩،  ٢طبرمجة الحاسب بلغة الباسكال ،  - ٦
  .١٩٩٤غة الباسكال ، مع د. حمزة رشوان ، البرمجة المتقدمة بل - ٧
  .١٩٩٣الدوائر المتكاملة الرقمية (ترجمة) ،  - ٨
 .١٩٩٧الخوارزميات والبرمجة بلغة الباسكال ،  - ٩

 .١٩٩٨بنى المعطيات ، مع د. حمزة رشوان ،  -١٠

 .٢٠٠٠الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية ،  -١١

 ، تحت الطبع. الحول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية -١٢

  تصميم وتحليل الخوارزميات ، مع د. حمزة رشوان ، تحت الطبع. -١٣
  

 ُسُبحنَكَ لاَ عِلْمَ لنا إلاِّ مَا عَلَّمتَنَا إ�ّكَ أَ�ت العليمُ الحكَيِم  
)٣٢(سورة البقرة :   

 




